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1. fejezet

Gyakorlatok

1.1. Miveletek tortekkel, hatvanyokkal, gyokokkel

Hatarozza meg az alabbi kifejezések értékét segédeszkozok hasznélata nélkil!
1.1. Feladat 3[(—2) — (—3)] + (—2)(—3)
H[(2-3)-5+4]-2+3}+10

7

1.3. Feladat K% +7) '2} : T((j—%

1.2. Feladat

1.4. Feladat 6% (—2)°-127". (=3)*

261 . 251 1 \7]
1.5. Feladat
cadat =5 [(1024) ]

1\"5 /36 1\ 2
1.6. Feladat (=) (-2 ( —*)
elada (6) (125) + (83

124.5° 27.550\ 77
3t (—11)8

1.7. Feladat (

Irja fel primhatvanyok szorzataként az aldbbi kifejezéseket!
1.8. Feladat 24°-42%-12%.28.18°

35 -85 -20"- 49

1.9. Feladat 167 6. 702




Szamolja ki az alabbi kifejezések értékét segédeszkoz hasznalata nélkiil!

210 + 211 _ 212

1.10. Feladat 55 1 210

1,6-1073-2,5-10°
2102

360000 - 0,0000025
0,009

1.11. Feladat

1.12. Feladat

1.13. Feladat 2_\/§+ 2+\/§
2+ 2 2 -2

2
1.14. Feladat (\/16 +2v/55 — \/16 - \/220>

Rendezze novekvd sorrendbe az aldbbi szamokat!
1.15. Feladat A =—10°; B=1In5; C =1g100; D = —1I

—_ 5 .
100’

1.17. Feladat A =sin60°; B = tg45°; C' = cos45°; D = ctg(—45°); E = cos 135°

;C:25%;D E =8 F =127

wl—

1.16. Feladat A =235; B=4"

1

1.18. Feladat A = +/(—3)?; B =sin %T; C = log, 5

1.19. Feladat

A=\T+4V3:B=1/11-6V2,C =\/9—4V5 D =1/4—2V3 —\/4+2V3

Hozza a lehetd legegyszeriibb alakra az alabbi kifejezéseket!

1.20. Feladat (\/ ad - W) : <\/$ W) : 52?5/5 (a>0)

(=2 (3)"
(V64)" + 162
9%+1 + (\/§)2n+2
36% + (V6)" - (v3)"- (v2)"

4

1.21. Feladat

1.22. Feladat



1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

1.28.

1.29.

1.30.

1.31.

1.32.

1.33.

Feladat

Feladat

Feladat

Feladat

Feladat

Feladat

Feladat

Feladat

Feladat

Feladat

Feladat

162 — 22+3

1255 + (\/3)2714-2

—b 2_b26
L (a 1)0 (a # £b)
(a+b) (a —b)
x? 25 — x? x? — 16
22 —8r+16 br—22 (b+z)(4+2)
22
1— Y
:L‘_
+1
Py (z # *1)
1l—=x
r—4 xz+4 16x
— +4
z+4 -4 x2-16 (v 7 +4)
2 2z 222 + 2 4
2 —x 1 —22 3 —1 z—1

2c 8¢ c—2

c+2 3c— c2—4) c?2—4c
4 '3 2
,/m.\/;.—”:fjx\/x_ (z > 0)
\az=tyJx Vo (x> 0)
(x > 0)
VAR \/_
a2 Vid -z ¥z (x> 0)

(@4

(x #0,+4, £5)

(z #0,£1)

(z #0,£2,4)



1.2. A logaritmus fogalma; arany- és szazalékszamitas

Rendezze novekvo sorrendbe az alabbi kifejezéseket segédeszkoz hasznalata nélkiil!

f 1
1.1. Feladat A =1g v'1000; B = log, 0,25; C' = log, %; D=In—
(&

1 log\/§5
1.2. Feladat A = (5) : B =0,25"9823. O =3

log1 2
3

1.3. Feladat A = 3?7'°&10, p — (\/5)3—10&5 . (O = §logz 6-2
1
1.4. Feladat A= (lg1,2+1g1,5-1g0,9); B=(2In5—-2);C = (3 log, 8 — 5 log 1 16)

lgA—1gC

1.5. Feladat Fejezze ki A-t az kévetkezd kifejezésbdl: q = e
g

1.6. Feladat Fejezze ki q-t az kovetkezd kifejezésbdl: 2P - 57 = 10.

Szamolja ki az alabbi kifejezések értékét segédeszkoz hasznalata nélkiil!

\/E 1lg9—2
1.7. Feladat v25!-log;10 4 <_>

10

4
1.8. Feladat 49'7'°872 _ 5=loss4 4 gipy 3?”

N T D i
1.9. Feladat (sin60°)Y® + 37 310 + (E)

1.10. Feladat (— cos30°)Y~% + 5000000 - 0,000002 + 0,25'°16 23

1.11. Feladat —0,0472 + 100'8° — 811

1+logg4—log1 5 2
3

1.12. Feladat 3 10-123

1.13. Feladat FEgy kocka éleit 1 cm-rel noveljik, igy a térfogat értéke az eredeti felszin

értékenek 6 -dval né. Mekkora volt a kocka éle?



1.14. Feladat A [0 1 honap alatt eszik meg eqy kocsi széndt, a kecske 2 honap alatt, a
Jjuh 3 honap alatt. Hdny honap alatt eszik meg eqy kocsi széndt a 10, a kecske és a juh
eqyiitt?

1.15. Feladat 80000 F't-ot betesziink a bankba 10%-0s évi kamat mellett. Mennyi pén-
ziink lesz 5 év mulva?

1.16. Feladat FEgy csoport 40 hallgatojanak 30%-a kék szemi és 40%-a szdke. Tudjuk,

hogy a kék szemii hallgatok 1°¢ szoke. Hdny olyan hallgato van, aki se nem szoke, se

nem kék szemi?

1.17. Feladat Két betét, amelyek kozil az elso kétszer akkora, mint a masodik, évente
6325 eurdt kamatozik. A kamatldb a nagyobb, illetve a kisebb betétre 4%, illetve 3,5%.
Mekkora volt a két betét értéke?

1.18. Feladat FEgy 50 cm sugarid kor sugardt 10 cm-rel csékkentyiik. Hdny szdzalékkal
csokken a teriilete?

1
1.19. Feladat Legyen f(x) = %,x > 0. Hany szdzalékkal vdltozik az f fligguény
x
értéke, ha az x =1 értékét
1. 2%-kal noveljiik;
2. 3%-kal csokkentjiik?
x + 1 e 7/ 7/ . . .
1.20. Feladat Legyen f(x) = ———x > 0. Hdny szdzalékkal kell névelni, illetve
x

csokkenteni az x = 1 értékét, ha azt szeretnénk, hogy az f fligguény értéke
1. 1%-kal néjon;

2. 2,5%-kal csokkenjen?

1.21. Feladat Egy gép értéke évente 20%-kal csikken. Két év haszndlat utdn a gépet

akkori értékének —-éért eladtdak. Az eredeti értékének hdny szdzalékdért jutott az j tu-

lajdonos a géphez?

1.22. Feladat Fényszird lemezeket raknak eqgymds mogé. Az elsd elnyeli a rdesd fény-
energia 30%-dt, a mdsodik a rdesd fényenergia 50%-dt, a harmadik pedig a rdesé energia
20%-at. A hdrom lemez egyiittesen az eredeti fénysugdr energidjanak hdny szdzalékdt
nyeli el?



1.23. Feladat FEgy tzem kétféle mindségi terméket gyart. Az I. osztalyi termék gydr-
tasdabol szdarmazik a bevétel 80%-a. Hogyan vdltozik az tizem bevétele, ha az 1. osztdlyi
termék termelését 20%-kal névelik, a II. osztdalyi termék termelését 20%-kal csokkentik?

1.24. Feladat Egy kabdt drat 20%-kal csokkentették. Hdany szdzalékkal kell emelni ennek
a kabdtnak az uj drdt, hogy ujra az eredeti drat kapjuk?

1.25. Feladat FEgy fenyderdd fadllomdanya jelenleg 8000 fa. Minden évben kivdgjik az
dallomdny 20%-dt, de iltetnek 800 wj fat is. Feltéve, hogy az dllomdny eqyéb okbol nem
vdltozik, hany fabol dllt a fadllomdny két évvel ezeldtt?

1.26. Feladat Lola, az elefant, ha nagyon szomjas, akkor testtomegének 84%-a viz. Ita-
tas utdn 1600 kg-ot nyom, és ekkor testtomegének 85%-a viz. Hdny kg-os Lola, amikor
nagyon szomjas?

1.3. Elemi fiiggvények tulajdonsagai, abrazolasuk

2z
1.1. Feladat Rajzolja fel =1-
eladat Rajzolja fel az f(z) P

f(z) > 0% Hol metszi az f figguény az y tengelyt? Adja meg f(1) + f(—1) értékét!

fiigguény képét! Milyen x esetén lesz

1.2. Feladat Rajzolja fel az f(x) = 3% és g(z) = 37% figgvények képeit! Adja meg
fla+2)—f(a—2) és gla+2)—g(a—2) értékeit! Hatdrozza meg az f(g(x)) és a g(f(x))
fiiggvényeket!

1.3. Feladat Rajzolja fel az f(x) = sin2z, g(x) = sin% és h(x) = |x — 7| figguények

képeit! Ezek kizil melyik fiigguény lesz szigorian monoton nové a |0;m [ nyilt interval-
lumon?

Adja meg az alabbi fiiggvények zérushelyeit és értelmezési tartomanyat!

C 2z(r -2 —2@x—2)-2%-2
B (z —2)*

1.4. Feladat f(x)

4(z% = 1) -z - 23 — 322 - (22 — 1)?
26

1.5. Feladat f(z) =

2z(2? — 4)? + 2(2* — 4) - 3z - 2?
)

1.6. Feladat f(z) =

1.7. Feladat f(z) = 3u7(x — 3) <QE;—1)3)4_(3E31|9_C 1)_2 9z)(2* — 1)

8



1.8. Feladat Legyen f(z) = In>x és g(x) = Va2 + 1. Mivel egyenlé f(g(z)), f(g(0)),
g(f(x)) és g(f(1))?
1.9. Feladat Legyen f(z) = e és g(x) = sin3x. Mivel egyenld f(g(x)), f(g(0)),
9(f(x)) és g(f(0))?

Abrézolja az alabbi fliggvényeket, adja meg az inverziiket, és ezt is abrazolja!

2
1.10. Feladat =4-—— > —3
eladat f(z) T3 °

1.11. Feladat g(z) =2""'+1
1.12. Feladat h(z) =2lnz+1, x>0
1.13. Feladat [(z) =V +2, x> -2
1.14. Feladat Abrdzolja az aldbbi figguényt! Mivel eqyenld f(1) és f(—2)7
5—lz|, hax> -1
o) = { ”

e’ ", ha x < —1
1.15. Feladat Abrdzolja az alabbi fligguényt! Adja meqg a g fligguény minimdlis és ma-
zimadlis értékét a [—3,2] intervallumon!
1

g(a) = { 2’
3, halz| <1

ha |z| > 1

1.16. Feladat Abrcizolja az alabbi figguényt! Adja meg a h fiigguény lokdlis minimum-
és mazximumhelyeit a [—2,5] intervallumon!

hz) = x? — 2z, ha x <2
(@ —-2)4—2), haz>?2

Hatarozza meg az alabbi fiiggvények értelmezési tartomanyét és zérushelyeit!
1.17. Feladat f(z) =3 —+v1—2z
1.18. Feladat f(z) = /5 — |z + 2

1
1.19. Feladat f(z) =1In (a; — —>
x

(
1.20. Feladat f(z) =1g(5— |1 —z|)
1.21. Feladat f(z) =1g(2+ z — 2?)

1.22. Feladat f(z) = +/2+ log;x

1.23. Feladat Legyen f(x) = ax” + ba® + cx — 5, (a,b,c € R). Mennyivel egyenld f(7),
ha f(=7)="177%



1.4. Algebrai egyenletek és egyenlotlenségek

Oldja meg az aldbbi egyenleteket a valos szamok halmazan!

1.1. Feladat z+ 2|z —3| =9
1.2. Feladat |22 — 22| =1
1.3. Feladat 2? + 7|z| —8 =0

1.4. Feladat |22+ 3z|+2? —2 =0

6
1.5. Feladat — = —2|z — 1| +6
T

1.6. Feladat +/(z +3)2+ /(z —4)2 =10

Oldja meg az aldbbi egyenlétlenségeket a valds szamok halmazéan!

1.7. Feladat |2z — 1| <4
1.8. Feladat vz2 — 8z +16 > 3

1.9. Feladat |z? — 5| > 4

1.10. Feladat |z —3| > 1— 2z

Oldja meg az aldbbi egyenleteket a valds szamok halmazan!

4 1
1.11. Feladat (1 4+ —— | - +1] =0
2+2x—6 z+1

1.12. Feladat z* + 522 — 622 =0

:1:+3+ 22 _7:E+6_ 3
r—4 12—16 x+4 z—4

3—71’_ 1,5 — 3,5z
2x + 4 x4+ 2

1.13. Feladat

1.14. Feladat =0

2 _
1.15. Feladat =~ —2*+0 _,
2 —Tr +12

2 r+2  2?+12

1.16. Feladat — =
r+2 2—x 2 —4

10



1.17. Feladat 42* — 322 —-1=0

Oldja meg az aldbbi egyenlétlenségeket a valds szamok halmazéan!

1.18. Feladat 2z — >3
z—1
2
1.19. Feladat * >
z—1 Tr+4
2 _
1.20. Feladat ~ 2105

2 —bx —6

1
1.21. Feladat 2 — =~ « %
x xr+1

1.22. Feladat Hatdrozza meg a b és ¢ paraméterek értékét, ha tudjuk, hogy minden x
valds szamra (z +2)(z +b) = 22 + cx + 6.

1 1
1.23. Feladat Melyik az a masodfoki egyenlet, amelynek két gyoke (5) €s <—§) ¢

Adja meg az alabbi egyenletek megoldasait az a paraméter fiiggvényében!
1.24. Feladat (ax —1)*>+ (z —a)? = 2% — 2 + @
1.25. Feladat (az +1)* + (ax + 1)(az — 1) =4
1.26. Feladat (1 —a)z*+z+a=0

1.27. Feladat Legyen x, és x5 az x° + px + q = 0 egyenlet két valds gyike. frja fel az
eqyiitthatok segitségével az alabbi kifejezéseket:

1. x1 + 2129 + 29
(x1 + $2)2

2 2
T+ x5

(21— 1’2)2

1 1

5 —+—
I i)

1.28. Feladat Legyen x1 és w3 a p*x®>+x+ (p+2) = 0 egyenlet két valds gyike. Hogyan
valasszuk meg a p paraméter értékét ugy, hogy a a gyokik szorzatdra xixs > 1 teljesiiljon?

11



1.29. Feladat Milyen k valds szdm esetén van az x> — kx + (3 — k) = 0 egyenletnek két
azonos megolddsa?

1.30. Feladat Milyen k valds szdm esetén van az % — (k+3)x +4 = 0 egyenletnek két
kiilonbozo valés megolddsa?

1.31. Feladat Milyen k valds szdm esetén nincs valds megolddsa az x*+kx—(2k—5) = 0
egyenletnek?

1.32. Feladat Azy = ax®+ bx + c egyenletil parabola csicspontja M(1,—1), a parabola
és az x tengely eqyik metszéspontja 2. Hatdrozza meg a,b, c értékét!

1.33. Feladat Hatdrozza meg az f(x) = —32* + 2x + 5 fiigguény legnagyobb értékét!

1.34. Feladat Hatdrozza meg az f(x) = 22* — bz + 1 fiigguény legkisebb értékét!

1.5. Gyokos, exponencialis, logaritmusos egyenletek
és egyenlotlenségek

Oldja meg az alabbi egyenleteket, egyenl6tlenségeket a valés szamok halmazan!

2 1
1.1. Feladat \/§—5x—\/3x+§:()

1.2. Feladat vz +2++v1—32 =0
1.3. Feladat /10 —z =z — 10

1.4. Feladat Vdz —7T=1-1

1.5. Feladat v/222 — 32— 10—z =0

1.6. Feladat V2 —z —Vz +7=-3

1.7. Feladat vz —4+Vr—1=+Vz +4

1.8. Feladat z + 3V/22 — 18¥/z =0

1.9. Feladat v9 — 5z =+vV3 —x + =
—x

12



Vitl+2 a+1
Vetrl—1 z-2

1.11. Feladat /2 +6 —4vVz +2+ Vo +11 -6z +2=1
1.12. Feladat (x +2)vz?2 —2x+3>0

1.13. Feladat 4z + 17 > x + 3

1.10. Feladat

Oldja meg az alabbi egyenleteket a valds szamok halmazan!
1.14. Feladat 21*1+® =2
1.15. Feladat 3°~' + 3" + 3"*' = 39

1.16. Feladat 2% + 38 - 27Tl 4 97%2 — 37 4 9. 3o+l 4 go+2

3

2x+ x+9

1 2r—1 1 242
1.17. Feladat | — = |-
2 4

2

1.18. Feladat 3%°+2012 = 9353

25\2 / & \31
1.19. Fel — —
9. Feladat (4) (125)

829371 1 2—x
1.20. Feladat 23*t*. ——— = (_>
V167+1

I
7N
DO | Ot
~__

T
8

24
5

1+450 17
4z - 23:+3

1.21. Feladat 5* =5"* +

1.22. Feladat

1.23. Feladat 4% — 4V*+l = 3. 9z+V&

Oldja meg az aldbbi egyenlétlenségeket a valds szamok halmazéan!
1.24. Feladat v9* + 8 — 3%+2 > 3* -5
1.25. Feladat 4>171 < 32

49

o\ 103z
1.26. Feladat | = < =
elada (7) =

13



x2—x—17 1
1.27. Feladat | — > —
elada (3) o7

Oldja meg az alabbi egyenleteket a valds szamok halmazan!

1.28. Feladat 2@ —10) _,
1—-1gbh
1.29. Feladat 257 +4 _,
log,(z + 2)

1.30. Feladat lgvVz —5+1gv2x —3+1=1g30

1.31. Feladat log, [(x — 4)(z + 3)] = logs(5x + 4)

2
1.32. Feladat logg(23x + 8) — 2logg(4x + 4) = -3

1.33. Feladat lgv/z2 —3x —lg+/3 — 2z =1gbh

rz—1

1.34. Feladat In(z*+ 2z —3) =In
r+3

1
1.35. Feladat 21g2 — 1+ 1g(2® +1) =g <; + 1)

1.36. Feladat log, (23 + 32? — 27) = 3
1.37. Feladat log, (22% + 1) =2
1.38. Feladat log,(logs(log,x)) =0

1.39. Feladat log%(logw(log2 x))=1

Oldja meg az alabbi egyenl6tlenségeket a valds szamok halmazéan!

1.40. Feladat logs(z® —2z) < 0

1.41. Feladat log,(5 — 6x) <2
1
1.42. Feladat log%(?)a: —4) > log, 3

1.43. Feladat log%(ac2 +3r—-1)< -1

14



1.6. Trigonometrikus azonossagok és egyenletek

1.1. Feladat Téltse ki az alabbi tdbldzatot segédeszkioz haszndlata nélkil!

0° | 30° | 45° | 60° | 90° |135° | 180° | 210° | 240°

270°

300°

315°

sin

COS

tg @

1.2. Feladat Szamitsa ki a hidnyzo értékeket a ¢ meghatdrozdsa nélkil!

sin § é
4 17
coS ¢ i @
12 65
tgo % E
12 20

1.3. Feladat Oldja meg az alabbi egyenleteket segédeszkioz haszndlata nélkil!

N2 —1; sin? L
e sin2p=1; sin2p=—=; sin— = —1;
S 90 ) S SO 27 S 2 b
3
e cos2p = 0; cos2<,0:£; cosle,
2 2
o tg20=0; tg2p=—1; tg%—l, tg%—

1
o ctgdp=1; ctgdp = _ﬁ; Ctgf = —V3;

3

[\
N —

¥
tg— =20
cg2

1.4. Feladat Oldja meg az alabbi eqyenleteket segédeszkioz haszndlata nélkil!

1
o sin’p=1; COSQQDZE; tg?p =3

e siny =ctgy; sinp = —ctgy;

1.5. Feladat Fejezze ki minden ¢ € ]0,90°[ esetén

e sin -t és cos p-t tgp segitségével;

cosp =tgy

o tg -t siny segitségével és tg -t cosp segitségével!

15




1.6. Feladat Fejezze ki
o cos 2y segitségével sin® -t és cos? p-t;
ot = tgg segitségével sin p-t és cos p-t!

1.7. Feladat Adja meg az a forgdsszoget segédeszkoz haszndlata nélkil, ha

1. V3

L COSCY:§, smo = ———

V3. 1
® COS¥=———, SIno= —
9 2

o tga =1 és a a harmadik siknegyedben van.

Hozza egyszeriibb alakra a kovetkezo kifejezéseket!
1.8. Feladat sin ¢(tg ¢ + ctgp) + cos p(tg ¢ + ctg )

1.9. Feladat (sinp — cos ¢)(1 + sin ¢ cos @) + (sin ¢ + cos ¢)(1 — sin ¢ cos )

Szamitsa ki a kovetkezo kifejezésk értékét!

21
1.10. Feladat tg Tﬂ + /sin(—"77)

2m C2r\® | 4r
1.11. Feladat log, || cos 3 + sin 5 ) Tsino

Oldja meg az egyenleteket a megadott intervallumon!

27
1.12. Feladat 8cos2x + 7cos®x = Hsinz + T TE [0, 7]

1.13. Feladat tgz +tg’z +ctgar +ctg?x =4, xz € ]0,%]

1.14. Feladat V1 —cos?x —cos2x =0, x € [0,27]

Oldja meg az aldbbi egyenleteket!

1.15. Feladat sinz + cos®x = cosx + sin® x

1.16. Feladat 3cos2z = —sinz + 3
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1.17. Feladat 4cos’x +8sinz+1=0

)
1
1.18. Feladat cosz + i +sinx + sin 2z =
CcoS T CcoS T
2 1
1.19. Feladat _eoser 2 sin? 2z

ctg?r —tg?r 4
1.20. Feladat (1 — cos2z)® + (1 +sin2r)* =1
1.21. Feladat sin3x — cos2z - sinx = cos

1.22. Feladat 2cos®x + cos(m — z) = 0

Szamitsa ki az alabbi kifejezések értékét segédeszkoz hasznalata nélkiil!

1.23. Feladat cos15° -sin 15°
1.24. Feladat sin 30° - cos 15° 4 cos 30° - sin 15°
1.25. Feladat cos10° - cos20° — sin 10° - sin 20°

1.26. Feladat cos® 15° — sin? 15°
1
1.27. Feladat sin70° - sin 40° + 3 cos 110°

1.28. Feladat cos®22,5°

1.7. Sorozatok; egyenletrendszerek

1.1. Feladat Legyen az (a,) szdmtani sorozat, melyben as = 17 és a; = 10. Hatdrozza
meg a sorozat elsd tagjdt, differencidjdt, és a sorozat elsé nyolc tagjainak 0sszegét.

1.2. Feladat Egy derékszogi hdromszég oldalai eqy szamtani sorozat eqymast kovetd
tagjai. A hdromszdg teriilete 150 em?. Mekkordk az oldalak?

1.3. Feladat Legyen az (a,) szdmtani sorozat, melyben d = 0,5, S,, = 38 és S,44 = 69.
Mennyi ay ésn?

1.4. Feladat Legyen (a,) szamtani sorozat, melyben a;+as+az = —12 és aj-az-az = 80.
Hatdrozza meg a sorozat elsé hdrom tagjat!
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1.5. Feladat Legyen (a,) mértani sorozat, melyben a;+as+as = 39 és ay-as-az = 729.
Hatdrozza meg a sorozat elsé hdrom tagjdt!

1.6. Feladat Legyen (a,) mértani sorozat.
1. ay =3, ag =12. Si9 =7
2. a3 =3, ag = 24. S1p =7
3. a4 —as=as+az+ays=—6. ay =7, q=7

1.7. Feladat Egy szdmtani sorozat elsé ot tagjanak oOsszege 25. Az elsd, masodik €és
otodik egy mértani sorozat szomszédos tagjai. Hatdrozza meg, hogy mennyi az a1, a d és
aq!

1.8. Feladat FEgy szamtani sorozat elsé harom tagjanak dsszege 21. Ha az elséhiz 6-ot,
a masodikhoz 13-at és a harmadikhoz 30-at adunk, akkor egy mértani sorozat egymds
utdni tagjait kapjuk. Mi a szamtani sorozat?

1.9. Feladat FEgy mértani sorozat elsé harom tagjanak dsszege 63. Ha az elso taghoz
3-at adunk, a harmadikbol 30-at kivonunk, akkor egy szamtani sorozat eqymdst kovetd
tagjait kapjuk. Mi a mértani sorozat?

1.10. Feladat Egy szamtani sorozat 12. tagja, valamint az elsé n tagjanak dsszege is
0. A sorozat elsé (2n — 1) darab tagjdnak az dsszege 495. Adja meg a sorozat elsé 3n
tagjanak osszegét!

1.11. Feladat Egy (a,) szdmtani sorozatban a; = V2. Az ai, as, ayg ebben a sorrendben
eqy mértani sorozat elsé hdrom tagja. Adja meg a mértani sorozat elsé 10 tagjinak
dsszegét!

Oldja meg az alabbi egyenletrendszereket a valds szamparok halmazan!

1.12. Feladat

z? + zy = 210
y? + xy = 231

1.13. Feladat

zy+r+y=29
Ty — 20 — 2y =2
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1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

1.19.

1.20.

Feladat

Feladat

Feladat

Feladat

Feladat

Feladat

Feladat

l
—
(=]

(22 +y)?

xr — —

2? — 6ay + 9y* = 25

1
r+-=9
Yy
3
Zy=9
x—|—4y
r 2y 1
2 3 3
) _
T+ _g_ézg
3 4
3 1
R
r+2 y—3
1 2
_ -3
rT—2y 2x—vy
2 5
=-5
x—2y+2x—y
6 1
+——F=2
r—5 y—2
4 3
r—5 y+2
y—x =44




1.21.

1.22.

1.23.

1.24.

1.25.

1.26.

1.27.

1.28.

Feladat

Feladat

Feladat

Feladat

Feladat

Feladat

Feladat

Feladat

3"+ 4Y =173
3. 4¥ = 576

20 —4/r+y—4=0

5V —y =17
y? —x =27

310g3x o 210g4y =77
310g3 VT _ 210g16y =7

82x+1 =39. 24y71

5.5%Y — \/252u+1

3Y-9° =81
lg(x 4+ y)* —lgz = 21g3

3-2"1 —5.27Y =182
5-2%.2Y—4.2%.27Y =312
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1.8. Koordinatageometria

1.1. Feladat Legyenek a = (2,3), b = (=3,2) és ¢ = (5,—1). Adja meg a kovetkezd
vektorokat: a+b +c; 3(2a—b); (a+b)c; (a—b)(b+c); |a—b|.

1.2. Feladat Legyenek a = (2,5), b = (—10,2) és c = (—6,12).
1. Bontsa fel a c vektort a-val és b-vel parhuzamos dsszetevékre!
2. Bontsa fel a b vektort c-vel parhuzamos és c-re merdleges dsszetevokre!
3. Adjon meg (a+ b)-re merdleges eqységnyi hosszisdgu vektort!

1.3. Feladat Legyena = (4,3) ésb = (—1,2). Mennyi az ab skaldris szorzat? Mekkora
az a és b dltal bezdrt szdg?

1.4. Feladat Adja meg a p paraméter dsszes olyan értékét, amelyre az a = (6,—5) és
b = (p, 3) vektorok parhuzamosak; merdlegesek; illetve hegyessziget zdarnak be eqgymdssal!

1.5. Feladat Adott hdarom pont: A(2,0), B(—5,4), C(—1,3). Mekkordk az ABC' hd-
romszoq szigei? Adja meg az dsszes lehetséges D(x,y) pontot gy, hogy a pontok egy
paralelogramma csiucspontjai legyenek!

1.6. Feladat Adott két pont: A(2,6) és B(—3,2). Adja meg

1. az A és B tdvolsdgat!
az AB szakasz felez6pontjinak és harmadoldpontjainak koordindtdit!
az AB szakasz felezdmerdlegesének egyenletét!

az A, B pontokon dtmend egyenes egyenletét és az eqyenes meredekséqgét!

annak a kornek az egyenletét, amelynek az AB szakasz eqy dtmérdje!

1.7. Feladat Adott két pont: C(—1,—1) és D(1,3). Adja meg azt a pontot, amely C-tél
és D-tél is 3 eqység tdvolsagra van!

1.8. Feladat Az z, illetve az y tengely melyik pontja van egyenld tavolsdgra az A(2,7)
és B(6,—1) pontoktol?

1.9. Feladat Mennyi az A(3,—1), B(1,4) és C(=7,—9) csicsponti hdaromszdg sily-
pontjanak az origotol vett tdvolsaga?

1.10. Feladat Adott két eqyenes: g : bx — 4y = 14, h : 2x — 3y = 3 és a P(5,2) pont.
Adja meg

21



1. a két egyenes metszéspontjanak a P-tol valo tavolsagdt.

2. azon egyenes egyenletét, amely atmegy a P-n és a két egyenes metszéspontjan.
3. azon egyenes egyenletét, amely dtmegy a P-n és parhuzamos g-vel.

4. azon egyenes eqyenletét, amely dtmegy a P-n és és merdleges h-ra.
5

. a P pont és a h egyenes tavolsdgdt!

1.11. Feladat Hatdrozza meg a P(2,5) pontnak az y = 3z + 9 egyenletii egyenesre
vonatkozo tikorképét!

1.12. Feladat A C(—1,2) kozépponti kor dtmegy a P(3,—2) ponton. Mekkora a kir
sugara? Adja meg a kor egyenletét!

1.13. Feladat A paraméterek mely értékeire lesz koregyenlet?
1. 22+ +42+10y+a=0
2. 422 + Ay? — 322 + 24y + Bay +C =0

1.14. Feladat frja fel annak a kornek az egyenletét, amely atmegy a P(8,—1) ponton,
és érinti a koordindtatengelyeket!

1.15. Feladat frja fel annak a kornek az egyenletét, amely érinti a koordindtatengelyeket
és a 3x + 4y = 12 egyenletii eqyenest!

1.16. Feladat frja fel annak az eqgyenesnek az egyenletét, amely merdleges a 20 —5y =7
eqyenletti eqyenesre, és dtmegy az x° + 8x + y? — 6y = 10 egyenletd kor kizéppontjin!

1.17. Feladat frja fel az 2®+y? —4x —6y—12 = 0 egyenlett kor 5 abszcisszdjii pontjaiba
hiizott érintdinek eqyenletét!

1.18. Feladat Az z* + y? — 18x + 6y — 166 = 0 egyenletii kérhéz a P(25,—15) pontbdl
érintoket huzunk. Mik az érintdk egyenletei?

1.19. Feladat Irja fel az A(0,9), B(5,10) és C(=7,2) pontokon dthaladd kir egyenletét!

1.20. Feladat Milyen hosszi az x®+y?+6x—16y+24 = 0 egyenletd kor azon legrévidebb
hirja, amely a P(1,4) ponton dtmegy?

1.21. Feladat FEgy paralelogramma két oldalegyenesének egyenlete: 3x + 2y = 13 és
br — 3y = —10, egy csicspontja pedig P(—7,—2). Adja meg a tobbi csics koordindtdit!

1.22. Feladat Adottak az A(1,4), B(5,—2) és C(—1,3) pontok. Irja fel az ABC hd-
romszog magassagvonalainak egyenletét!

1.23. Feladat Adottak az A(5,3), B(2,5) és C(6,—1) pontok. Hatdrozza meg az ABC
hdrmszdg A csucsbol indulo sulyvonaldnak az origotol valo tdvolsagdt!
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1.9. Sikidomok keriilete, teriilete; testek

1.1. Feladat Mekkora a satirozott rész teriilete, ha a P, QQ, R, S pontok az eqységnyi
oldali négyzet oldalfelezé pontjai?

1.2. Feladat Mekkora az abrdn ldthato kérlemez sugara, ha a négyzet oldala eqységnyi
hosszu?

A

1.3. Feladat Mekkora az dabran ldthato kirlemez sugara, ha a négyzet oldala egységnyt
hosszu?

\
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1.4. Feladat Egy egységny: teriileti eqyenld szari haromszog szarszoge 30°. Mekkora a
hdromszdg szdra és alapja?

1.5. Feladat Mekkora az a oldali szabdlyos haromszog magassdga és terilete?
1.6. Feladat FEgy szabdlyos hdromszdg magassiga m. Mekkora az oldala és a terilete?

1.7. Feladat Egy szabdlyos hatszog két parhuzamos oldalanak tavolsaga 6 eqység. Hany
eqyséq hosszi a hatszdg oldala? Mekkora a hatszdg teriilete?

1.8. Feladat FEgy szabalyos hdaromszog koré irhato kor sugara 2 eqység. Mekkora a hd-
romszog beirt korének sugara? Mekkora a hdromszdg oldala és terilete ¢

1.9. Feladat Egy korbe és a kor kiré is egy-eqy szabdlyos hdromszdget irunk. Mennyi a
két haromszog teriiletének ardnya?

1.10. Feladat FEgy hdaromszdget eqyik kozépvonala mentén kettévigunk. Milyen terilet-
aranyu részek keletkeznek?

1.11. Feladat Hdrom r sugaru, eqymdst érinté kor koré irjunk mindhdrom kért érinto
kort. Mekkora a hdrom kort magdban foglalo kér sugara?

1.12. Feladat Egy derékszqii hiromszég dtfogdja 41 cm, teriilete 180 cm?. Mekkordk
a befogok?

1.13. Feladat Egy téglalap oldalat AB =9 c¢cm, BC = 3 cm. Az AB oldalnak melyik P
pontja van A-tol és C-tol eqyenld tavolsagra?

1.14. Feladat FEgy téglalap egyik oldala 2 cm. A téglalap dtlojanak mérdszima meg-
eqyezik tertletének mérdszamdval. Bizonyitsa be, hogy a téglalap dtloja az eqyik oldallal
30°-0s szoget zdar be.

1.15. Feladat Egy téglalap keriilete 68 cm, dtldja 26 cm. Hdny cm? a teriilete?

1.16. Feladat Az egységnyi teriiletii rombusz eqyik szoge 150°. Mekkordk a rombusz
oldalai és datloi?

1.17. Feladat Mekkorak a szimmetrikus trapéz alapjai, ha kozépvonala 45 mm, szdra
41 mm, magassaga 9 mm?

1.18. Feladat Két szabdlyos tetraéder felszinének aranya 1 : 2. Mekkora a térfogatuk
ardnya?
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1.19. Feladat Egy kup alaki 1 dl-es poharat fél di folyadék magassiganak hdnyadrészéig
tolt meg?

1.20. Feladat Egy kocka lapdtidjanak hossza /6. Milyen hosszi a kocka testdtldja?

1.21. Feladat Milyen messze van az a €l kocka testdtloja egy rd nem illeszkedd csics-
tol?

1.22. Feladat FEgy szabdlyos négyoldali gila alapéle 12 dm, magassiga 6 dm. Mekkora
annak a kockdnak az éle, amelynek négy csiucsa a gila alapjan, mdsik négy csiucsa pedig
a gula oldalélein van?

1.23. Feladat Egy forgaskiup alapkiorének sugara 12 c¢m, alkotdja 20 cm. A kupba azzal
kozos tengelyt, egyenld oldali hengert irunk. Mekkora a henger térfogata? (Az egyenld
oldali henger tengelymetszete négyzet.)

1.24. Feladat Mekkora a gomb térfogata, ha a gombbe irt eqyenes korkiup alapkorének
sugara 12 c¢m, alkotéja pedig 32 cm?

1.25. Feladat FEgy félgombbe kockdt helyeziink el ugy, hogy a kocka négy csicsa hatar-
korének sikjaba, négy csiucsa pedig a félgombbe essék. Mekkora a félgomb sugara, ha a
kocka éle a?

1.26. Feladat Mekkora az a €l szabdlyos tetraéder két kitérd élének tdvolsdga?

1.27. Feladat Mekkora az a €l szabdlyos tetraéder térfogata?

1.28. Feladat Allitsunk vizszintes sitkon allo, harom egymdst érinté R sugari gémbre
eqy ugyancsak R sugari negyediket. Mekkora a négy gombbdl dllo test magassiga?
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2. fejezet
Megoldasok

2.1. Miiveletek tortekkel, hatvanyokkal, gy6kokkel
2.1.1 Megoldas

3[(=2) — (—=3)] + (=2)(=3) =3-1+6=29
2.1.2 Megoldas

[2—3) 544243} +10 _4[(-1)-2+3]+10 _4-1+10 _

2
7 7 7

2.1.3 Megoldas

(532) .ty (5t ) o oo

2.1.4 Megoldas

672 (=2 127 (=3t =67 (—-1)-2°-671-271.3" = 67.6".2.3" =
_673.671.64:—1

2.1.5 Megoldas

26— . 254 s 1 \5
605 1024

_3
] 2 608
4
3

T 264254
3-8, [( _10)%]_ _203s 27 = 253 o
24.134. 58 24. 131 58 13
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2.1.6 Megoldas
1\"% (36 3+<8_§)2_ 1\~
6 "\ 125 ~\6
_2 -2 2
125 \ 70 (1T
6- 36 2)
2.1.7 Megoldas
12455 27550\ 7%  /3%.28.50 116\ /2\7? 25
3 (=118 ) 34 27.56.116 ) — \5/) 4

2.1.8 Megoldas

24%.42% 1222818 = (2°-3)%-(2-3-7)*-(22-3)2- (22-7)- (2-3%)% =
(26_32)_(23_33_73)_(24_32)_(22_7)'<23'36):218_313_74

2

125\7% (1 -
36 8i)
62 36 136

2= _ +4= 4 ="
* 52+ 25+ 25

[N
wlro

N
Cﬂl@

w|
N———
|

2.1.9 Megoldas

3°.8°.200-49 35 (285 (22.5)4.72  3h.2Bb.28.5t.T2
164-64-702  (24)4-(2-3)4-(2-5-7)2  216.24.34.22.52.72
223_35‘54‘72 )
222,34,52,72:2'3'5

2.1.10 Megoldas

210_‘_211_212_210.<1+2_22>_2.(_1) 2
204210 29.(142) 3

2.1.11 Megoldas

1,6-1073-2,5-10°
2-1072

=0,8-107"-2,5-10°=2-10*

2.1.12 Megoldas

360000 - 0,0000025 36 - 10* - 25 - 1077
0,009 N 9.10-3

2.1.13 Megoldas

2-V2 2+\/§_< 2—\/§)Q+< 2+x/§)2
2+\/' V2 V2222
2+\/_) 1 o

4—2 V2

=4-25-107%-10% = 100
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2.1.14 Megoldas

(V152055 /15— vam) = (\/(\/S+\/ﬁ)2—\/(f—\/ﬁ)2>2 -

(|v5+ Vi~ V5 - va]) = (V5 +VID) - (VI1-5)) = (2v5) =

2.1.15 Megoldds B <Ine?=2;C=1gl0*’=2= A<D <B<(C

1 1 3
2.1.16 Megoldas B—%,C:5;D:2—O;E:22;F:3:>
D<B<A<E<F<C(C

3 2 2
2.1.17 Megoldas A—g,le;C:\/T_;D:—l;E:—g;é
D<FE<C<A<B

3

2.1.18 Megoldas A = |-3|=3; B =sin (27r—|—%> :sin% = \/7_, =log;37% =

=(C<B<A

2.1.19 Megoldas

A= (2+f) 243 =2+v3=3<A4<4
B= (3—\/§>2: 3-Vv2=3-vV2=1<B<2

(2 \/5)2 Val=v5-2=0<C<1

—\/(1-v3) —/(1+V3) —’1—\/_’ 14+ V3| = (VB-1) - (1+V3) =

A sorrend: D < C < B < A.

2.1.20 Megoldas

5 5 C a‘\?/a 5 1 5 2 CL%
a5,\/a2 .(\/CLE). a2):—3 =a2-a5-a2 -as5 - T — =
a? as - ais
2 2 16
as - a3 ats
CLS' 1 :CL5' 1:a5 a:a6
als ails
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2.1.21 Megoldas

(_2)n+1 . (%)n (_1)n+1 .ontl  9-n (_1)n+1 ) B (_1)n+1

(V61)" +165  An 4 o2 e

2.1.22 Megoldas

9g+1+(\/§)2n+2 0 9-3"+3-3 123" 6-3"
36%4—(\/6)”(\/5)”(\/5)“ 6”—1—(\/6)”(\/6)” 2.6" on . 3n
2.1.23 Megoldas

162 — 2213 4n—g.4n 7 (4)”
125% + (V5)™?  5n 4550 6
2.1.24 Megoldas
a—>b (a2—b2)6_ a—>b (a—b)G-(a—i-b)G_
(a+0)” V (@a=0)"  (a+b)’ (a—b)"
a—>b (a +b)° a—b [(a+Db)° la+D|

(a+6” V=" (a+0 (@=0?> a-b
2.1.25 Megoldas
x? 25 — 22 > —16

2 —8x+16 sx—x> (b+a)d+z)
x? '(5—x)(5—|—x) (x —4)(z +4) x

(x —4)2 z(5—x) G+a)(d+x) z-—4
2.1.26 Megoldas

x? 2 —1—22

x2—1 2 —1 —1 1—2 1 11—z

1—

1

301 2-21431—1 22—-1 142 (I—-x)(1+a) l+x
1—2x 1—2

2.1.27 Megoldas

2+

x—4_m+4+ 16x _(x—4)2—(a:+4)2+ 16z

r+4 x—4 22-16 (x+4)(z—4) 2 — 16

(:U2—8x+16)—(x2—|—8:v—|—16)+16x_—16:15—1—1635_0
x? — 16 x? — 16
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2.1.28 Megoldas

2 2x
e

22% + 2x 4
1 — a2 x3—1 r—1
2 N 2 2z(x + 1) N 4
v(z—1) (r—1)(z+1)) (z—-1)(22+z+1) x-1
2z + 2 + 227 2¢(x + 1) N 4 2 2 N 4
zx—1D(z+1) (z—D(@2+z+1) -1 -1 2-1 x-1
4+4e -4 Az
(-1 (z-1)
2.1.29 Megoldas
2c 2 L 8c c—2
c+2 3¢c—6 c2—-4) 2—4dc
1 L 4 ye. €2
J— . C-—:
c+2 3(c—2) (c—2)(c+2) c(c—4)
3(c=2)—(c+2)+12 2(c—2) 2c+4 2 4
3(c—2)(c+2) c—4  3(c+2) c—4 3(c—4)
2.1.30 Megoldas
\/_ V-V 11 Ii xé
. . = 2 . 4 =
x -\ 7z x2-x I x
2.1.31 Megoldas
SR AR B B e S
x roJr=x"2-x1-x12 =g G
2.1.32 Megoldas
%
r = 21‘ I :"L‘%xié xfézq;%: %
vx?\/r xs-xi2
2.1.33 Megoldas
4.13'3]72'\/1'3— T - %:xix% x%—x% l’i:x%—m%:(}
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2.2. A logaritmus fogalma; arany- és szazalékszamitas

2.2.1 Megoldas

1 1
A=1gl0=1;B =1log,2 %= —2;C =logy 373 :—§;D:1n674: —4
=D<B<(C<A

2.2.2 Megoldas

. ((\/§>_4)log\/§5 _ <\/§) —4log /55 _ (\/§)10g\/§54 e %

1 log, 3 loes 3 . 1
B — (_) — (272) g2 — 272log23 — 210g23 — 372 _ =
4 9
—1)\ log12 —log; 2 logy 2~
1\ 3 1\ 83 1\ 8} 1
C= 5 = | 5 ’ = | = ’ = 271 = —
3 3 3 2

= A<B<C
2.2.3 Megoldas

32 9

A:310g310_1_0
V2" 2v2  2vZ 22 4 4/10

(\/i)log25 o 2%10g25 - 9log, v/5 - \/5 B v 10 B 10

(@) gten gwet 6 150229
O
= A<B<(C

2.2.4 Megoldas

1,2-1,5 12-15 3-4-3-5

A=1
5709 90 7910

=lg2

2 2
B:1n52—1n62:1n—§ >ln§5 >In2>1g2
€

1 N
— 3__ — — . —_ — . — —
C' = 3log, 2 210g% (2) 3-3 5 (—4) =11

=A< B<(C
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2.2.5 Megoldas

lgA—1gC A A
:u:>Q'1g5=1gA—lgC:>1g5q:lg—:>5‘1:—:>A:C.5q
lgh C C
2.2.6 Megoldas
1—plg2
21’.5‘1:10:>p1g2+q1g5:1:>q:%5g

2.2.7 Megoldas

lg9—-2
V/251-logs 10 - V1o 25 + <1Q—§>lg92 _ 5 | 03189+ —
10 52log; 10 \/5log 100
5 1 1
4 10%5.10==4--10=""
v 100 2 3 6
2.2.8 Megoldas
34w 49 1 4
1—-log, 2 —logs 4 : _ . .
49 872 _ 5logsd 4 gipn 3 T Talog 2 — Flogs 1 + sin (1()71- + ?) —
49 1 4 V3
2 Zagnl =) =190 X2
g ( 3 ) 2

2.2.9 Megoldas

2
a5 (1) - (%) et (00

3,4 1 2
48 16 16
2.2.10 Megoldas

(— cos30°) V= 4 5000000 - 0,000002 + 0,25¢16 % =

\/g 2 1 25 4 1 173
1\ 0816

_Vve 5.100.2.10°° (16") 2042 =2"2

( 2 ) + {0 5T TS5

2.2.11 Megoldas

NI

3
1

1 3 4\ _
—0.0472+1008% —81"3 = — [ — 102185 _ (34 _
S ' (100) * (3%)

100 I 539
_ 1 1g 25 -3 —_ _ 25 — —
e + 10 -3 5425 5 = o7
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2.2.12 Megoldas

1+logg4—log1 5 2 . 3 310g94 g3 3 - 9% logg 4 B

3 3 10—1g3_ 310g%5 —|—210 —W—FQ?)—
3

3.42

o H6=65+6=236

2.2.13 Megoldas Legyen a kocka éle x, ekkor térfogata x®, felszine 622, a megnivelt
7
kocka térfogata (z + 1)3. A feltételekbdl (x + 1) = 2° + 5 62° = 42® —3xr — 1 =0,

ahonnan x =1 (mivel x > 0). Tehdt az kocka élei 1 cm-esek voltak.

1
2.2.14 Megoldas A 6 1 honap alatt 1 kocsi széndt, a kecske 1 honap alatt 3 kocsi

1
széndt, a juh 1 honap alatt 3 kocsi széndt eszik meg. A hdrom dllat egytitt 1 honap alatt
1 1

1+ 5 + 3% kocsi széndt eszik meg. fgy a o, a kecske és a juh egyiitt 1 kocsi széndt

1 honap alatt eszik meg.

2.2.15 Megoldas 5 év mailva 80000 - 1,1° = 128840,8 Ft-unk lesz.

2.2.16 Megoldas A csoportban dsszesen 40 - 0,3 = 12 kék szemi és 40 - 0,4 = 16 szoke
hallgato van. Széke és kék szemii 9 hallgato. Azon hallgatok szama, akik szokék vagy kék
szemiiek, 12+ 16 — 9 = 19. Se nem szdke, se nem kék szemi 40 — 19 = 21 hallgato.

2.2.17 Megoldas Legyen a kisebb betét értéke x. Ekkor 0,035x+0,04-2x = 6325. Innen

6325
a kisebb betét értéke v = 01 = 55000 euro, a nagyobb betét értéke 110000 euro.

. o " L . Ty 40T 16
2.2.18 Megoldas A kis kor és a nagy kor teriletének ardanya — = = — = 0,64,
) T, 5027 25
tehdt a kis kor teriilete a nagy kor teriletének 64%-a. lgy az eredeti kor teriilete 36%-kal
csokkent.

2.2.19 Megoldas Az x =1 pontban f(1) =1. Az x =1 értékét 2%-kal novelve

1,02+ 1
1,02) = —— ~ 0,99
JL02) = 751 = 099,
iqy [ értéke 1%-kal csokken. Az x = 1 értékét 3%-kal csokkentve
097+1
0,97) = ——— ~ 1,015
J097) = 577 = 1015,

igy f értéke 1,5%-kal nd.
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2.2.20 Megoldds Ha az x = 1 értéke k-szorosdra vdltozik és [ értéke 1%-kal né, akkor
k+1
a kQ——{——kl = 1,01 - f(1) dsszefiiggésbdl k-ra az 1,01k* — k + 0,01 = 0 mdsodfoki egyenlet
adddik, ahonnan ki =~ 0,01 és ky = 0,98. Tehdt ahhoz, hogy [ értéke 1%-kal ndjon, x = 1
értékét 99%-kal vagy 2%-kal kell csokkenteni.
Ha az ©v = 1 értéke k-szorosdra vdltozik és [ értéke 2,5%-kal csokken, akkor a

kE+1
—k‘;——l— 1= 0,975 - f(1) dsszefiiggésbdl k-ra a 0,975k* — k + 0,025 = 0 mdsodfoki egyenlet
adddik, ahonnan k =~ 1,05 (mivel k > 0). Tehat ahhoz, hogy [ értéke 2,5%-kal csokken-

jen, x = 1 értékét 5%-kal kell novelni.

’ ’ s s , s , ’ 2 3 e
2.2.21 Megoldas Legyen a gép értéke x. Két év milva a gépet x - 0,8 ikl 0,48-ért
adtdk el, ami az eredeti érték 48%-a.

2.2.22 Megoldds Az elsd lemez dtengedi a rdesd fényenergia 70%-dt, a mdsodik a rdesd

fényenergia 50%-dt, a harmadik pedig a rdesé energia 80%-dt. A harom lemez egyiittesen

az eredeti fénysugdr energidjanak 0,7-0,5-0,8 = 0,28-szorosdt engedi dt. Tehdt a hdrom

lemez egyiittesen az eredeti fénysugdr energidjanak 72%-dt nyeli el.

2.2.23 Megoldas Legyen az tizem bevétele x. A wvdltoztatdsok utdan az uj bevétel
z-(0,8:1,240,2-0,8) =z -1,12,

tehdt az tizem bevétele 12%-kal nétt.

2.2.24 Megoldas Legyen a kabdt dra x. Ha a csékkentett darat y-szorosdra novelik,
akkor az x - 0,8 -y = x egyenletbdl y = 1,25, tehat 25%-kal kell novelni az drat.

2.2.25 Megoldas Legyen a két évvel ezelotti fadllomany x. Ekkor az
(x-0,84800) - 0,8 + 800 = 8000
eqyenletbél x = 10250 adodik.

2.2.26 Megoldas Legyen az elefdnt testtomege t, amikor nagyon szomjas. Itatds utdn
a testének viztartalmat kétféleképpen kifejezve, t-re a kévetkezd egyenlet adodik:

0,84t + (1600 — t) = 0,85 - 1600

ahonnan t = 1500 kg.
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2.3. Elemi fiiggvények tulajdonsagai, abrazolasuk

2.3.1 Megoldas Az dbrdzolishoz az f fligguényt a kovetkezo alakra hozzuk:

2 2(z+5)—10 10
=1 — =Y o
/(@) z+5 z+5 T s
r+5—2x 5—x )
f(x)>0<:>x—+5>0<:>x—+5>0<:>(5—m>0esx—i—5>0) vagy (b —x <0

ésh+r<0)e —b<zr<h

10 10
Dot f=1)= -1+ -—- 1
S+ /(=) ( +1+5>+( T Tirs
Az f figgvény az y tengelyt y = f(0) = 1-nél metszi.

10 10 13
=24 4 ="

2.3.2 Megoldas

1 1
f<a+2>—f<a—2>=3““—3“2=3“'9—3“'§=3a(9—§) S0

1 1 80
gm+2%—ww—m=3<“”—3<a”:3“~§—3@.9:3a<§—9):—_~3a

Flo(@) =@ =857 g(f(x)) =37 =57

2.3.3 Megoldas Az f(x) = sin 2z, g(z) = sing és h(z) = |z —mn| figguények kozil csak

a g figguény szigorian monoton névd a |0; [ nyilt intervallumon.
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f) =sin@) | glx) =sin3)

o 1

2.3.4 Megoldas
C2e(r -2 —2x—2)-2%-2 2x(x—2)—42® 22" -4z  —2z(x+2)

1 o2y I T E T
[ értelmezési tartomdnya: Dy =R\ {2}. f zérushelyei: ©1 = 0,1, = —2.
2.3.5 Megoldas

4z = 1)z 23 =322 (22— 1) 42?(2? — 1) — 3(2* — 1)?
f(l') = 6 = 4
x T

(> —1)[42® = 3(2* —1)]  (z—1)(x+1)(z*+3)

x4 x

[ értelmezési tartomdnya: Dy = R\ {0}. f zérushelyei: xy = 1,29 = —1.
2.3.6 Megoldas
f(x) = 20(z® —4)* +2(2® —4) -3z - 2®  2z(2?—4)+62° 8 -8
@2 — 1 @1 @2 t2r
~ 8x(r—1)(z+1)
(x —2)3(x+2)3
[ értelmezési tartomdnya: Dy = R\ {—2,2}. f zérushelyei: x1 = 0,20 = —1, 23 = 1.
2.3.7 Megoldas
f) = 3z (z — 3)*(x +1)* — (32% — 9z)(2* — 1)2
(x —3)Hx +1)?
~ 32%(z—3)*(x+ 1) —3x(x —3)(z — 1)’ (@ +1)*>  32*(x—3) —3zx(x—1)*

(x =3)*(z+1)2 (x —3)3
C3zfp(r—3)—(2*—22+4+1)] —3z(zx+1)
B (x —3)? - (@-3)

[ értelmezési tartomdnya: Dy =R\ {—1,3}. f zérushelye: x = 0.
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2.3.8 Megoldas

F(g(x)) =10 (g(x)) =In* (Va2 +1), 2 € R f(g(0) = f(1) =0

g(f(2)) = Y (f(@))2+1=y/(In*22 +1=VIn'z + 1,z € RY;  g(f(1)) = g(0) = 1
2.3.9 Megoldas

Flg(a)) = 9@ = 632 0 e R: - f(g(0)) = f(0) =e® =1

g(f(@)) =sin (3f(x)) = sin (3¢"") , x € R; g(£(0)) = g(1) = sin3
’ 2 3 Ve . e .o V4
2.3.10 Megoldas Az f(x) =4 — 3 fiiggvény szigorian monoton novd a | — 3;00 |
x
intervallumon, igy létezik inverze. Az inverz meghatdrozdsa:
2 2 2 2
—4- S =4 mgp4=—— my=-3- " =
Y r+3 " y+3 " y+3 Y r—1

_ 2
f )= —3 - =

r €| —o0;4]

47

2.3.11 Megoldas A g(x) = 2°7' 4+ 1 fiigguény szigorian monoton nivd, igy létezik
inverze. Az inverz meghatdrozdsa:

y=2"14+l1=2=2""4+1=20-1=2"""=y=log(z —1) +1=
g7 (x) =logy(r — 1) + 1,z € | Li00|
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o A S U S T R S |
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1,* 1/2 3 4 5 6 7 B ¢ 10

b g_l{x) =log,(x—1)+1

2.3.12 Megoldas A h(x) = 2Ilnx + 1 fiigguény szigorian monoton névd a |0;00[ in-
tervallumon, igy létezik inverze. Az inverz meghatdrozdsa:

_1 x
y:2lnx+1:>x:2lny+1:>xT:lny:&y:eTi

ht(z) = ez, zeR

h‘l[x] =gz
—-& -5 -4 -3 -1 —1/' 1 2 3 4 5 & 7 3 o 10
""_1
R h(x) = 2ln(x)+1
’.' -3
P -4

2.3.13 Megoldas Az l(z) = Vx + 2 figgvény szigorian monoton nové a | — 2;00|
intervallumon, igy létezik inverze. Az inverz meghatdrozdsa:

Yy = x+2:>x:\/y+2:>a:2:y+2:>y:x2—2:>
Y z) =2 -2, 2€[0;00]
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2.3.14 Megoldas f(1)=4; f(-2)=¢?

2.3.15 Megoldas A g fiigguény minimdlis érteke a [—3,2] intervallumon —1, melyet az
x1 = —1 helyen vesz fel, maximdlis értéke 1, melyet az xo = 1 helyen vesz fel.

2.3.16 Megoldas A h figgvény lokdlis minimumbhelyei a [—2,5] intervallumon z; = 1
és xy = 5, az utobi globdlis minimumhely is, a figguényértékek h(1) = —1, h(5) = —3.
A lokdlis maximumhelyek x5 = 3 és x4y = —2, az utobbi globdlis maximumhely is, a
figguényértékek h(3) = 3, h(—2) = 8.
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.
-4 -3 -1 -1

-
T

h(x)z{x‘—l‘c, x=<2
(x-2)(4-x), x>2

1
2.3.17 Megoldas [ értelmezési tartomanya: az 1 — 2x > 0 egyenlotlenséqgbol x < 5
azaz Dy = | — o0; %] f zérushelye: a 3 — /1 —2x = 0 egyenletbdl x = —A4.

2.3.18 Megoldas f értelmezési tartomdnya: az 5 — |x + 2| > 0 egyenldtlenségbdl
lt+2|<be 5<z+2<5& —7<ux<3, azaz Dy = [-T;3]. [ zérushelyei: az
5— |x 42| =0 egyenletbdl x + 2 = £5, igy xy = —7 és x5 = 3.

2 —1

>0& (22-1>0
x
ésx>0)vagy (22 —1<0ész<0) e x>1vagy —1 <z <0, tehdt f értelmezési
tartomdnya: Dy =] —1;0[U]1;00][.

1+V5

1
[ zérushelyei: az x — = =1 egyenletbdl x> —x — 1 =0, ahonnan x,49 = 5
x

1
2.3.19 Megoldas A logaritmus definicicja miatt t—— > 0 <
x
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2.3.20 Megoldas A logaritmus definicidja miatt 5 — |1 —x| >0 < |1 —z| <5 &
—5<x—1<b & —4 <z <0, tehdt f értelmezési tartomdnya: Dy = | — 4;6].
f zérushelyei: az 5 — |1 — x| =1 egyenletbdl |x — 1| = 4, ahonnan x1 = —3 és x5 = 5.

2.3.21 Megoldas A logaritmus definicidja miatt 2+ — 2> >0 & 22 -2 -2 <0 &
(x—2)(z+1) <0< —1<x<2, tehdat f értelmezési tartomdnya: Dy = | —1;2].
1+5

[ zérushelyei: a 2+ x — x* =1 egyenletbdl x* —x — 1 =0, ahonnan x5 = 5

2.3.22 Megoldas f értelmezési tartomdnya: a 2+ logsx > 0 egyenlotlenséqgbil

1 1
logsxz > —2 = log, 9’ gy x > 9’ azaz Dy = [é;oo[. f zérushelye: a 2 4 logsx = 0

1
eqyenletbol x = 9

2.3.23 Megoldas A g(z) = f(z) + b figguény pdratlan, igy g(—z) = —g(z). Bzt
felhaszndlva g(=7) = —g(7) = f(=7)+5 = 7+ 5 = 12, tehdt g(7) = —12. Igy
f(7) =9(7) =5 =—17.

2.4. Algebrai egyenletek és egyenlotlenségek

2.4.1 Megoldas Ha x > 3, akkor |x — 3| = x — 3, igy az egyenlet: x + 2(x — 3) = 9,
ahonnan v =5. Ha x < 3, akkor |x — 3| = —(x — 3), igy az egyenlet: x — 2(x — 3) =9,
ahonnan xr = —3. Tehdt a megoldds: x4 =5, x9 = —3.

2.4.2 Megoldas Ha z < 0 vagy x > 2, akkor |2* —2z| = 2® — 2z, igy az egyenlet:
22 —2x —1 =0, ahonnan © = 1+ V2 vagy * = 1 — 2. Ha 0 < z < 2, akkor
|22 — 2x| = — (2% — 2x2), igy az egyenlet: —x* + 2x — 1 = 0, ahonnan v = 1. Tehdt a
megoldds: 19 =1=% \/5, r3=1.

2.4.3 Megoldas Ha x > 0, akkor |x| = x, igy az egyenlet: x> + Tx — 8 =0

= (x —1)(x +8) = 0, ahonnan x = 1 vagy * = —8, de ez utdbbi nem lehet a feltétel
miatt. Ha v <0, akkor |x| = —x, igy az eqyenlet: 2> —Tx —8 =0 = (x+1)(z —8) =0,
ahonnan r = —1 vagy x = 8, de ez utobbi nem lehet a feltétel miatt. Tehdt a megoldds:
r1=1, 29 = —1.

2.4.4 Megoldas Ha x < —3 vagy v > 0, akkor az egyenlet: (z* + 3z) + 2% — 2 = 0,

ahonnan r = 5 vegy T = —2, de ez utobbi nem lehet a feltétel miatt. Ha —3 < z < 0,
2
akkor az eqyenlet: —(x?+3x)+2*>—2 =0, ahonnan v = —=. Tehdt a megoldds: v, = 5
2
Ty = —§
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§
2.4.5 Megoldas Ha x > 1, akkor az egyenlet: — = —2(z —1)+6 = 222 — 82 +6 =0
T
= (z — 1)(z —3) = 0, ahonnan x = 1 vagy * = 3. Ha x < 1, akkor az egyenlet:
6
—=-2(-24+1)+6=22+4r -6 =0 = (z+3)(x — 1) = 0, ahonnan v = —3
x

vagy * = 1, de ez utobbi megoldast mar megkaptuk. Tehat a megoldas: ©1 =1, xo = 3,
T3 — —3.

2.4.6 Megoldas /(z +3)2+ /(z —4)2 =10 & |z +3| + [r —4]| = 10. Hax > 4,
11

akkor az egyenlet: (x + 3) + (z — 4) = 10, ahonnan z = Ch Ha =3 <z < 4, akkor az

egyenlet: (x+3)—(x—4) = 10, ami ellentmonddsra vezet. Ha x < —3, akkor az egyenlet:

9 11 9

—(x+3) — (x —4) = 10, ahonnan x = —5 Tehdt a megoldds: x; = 5 2= g
. 3 5
2.4.7 Megoldas |2x—1|<4(:)—4<2m—1<4<:)—3<2x<5<:)—§<x<§

2.4.8 Megoldads Va2 —8x+16 >3 & /(v —4)?2 >3 < [r—4| >3 < -4 >3
vagyr —4 < -3 & x> 7 vagy v < 1.

2.4.9 Megoldas |22 —5| >4 & 22 =5 >4 vagy 2> =5 < —4 & 22 > 9 vagy 22 < 1
S |z] >3 vagy x| <1< o< =3 vagy x> 3 vagy —1 <z < 1.

W

2.4.10 Megoldas Ha x > 3, akkor az egyenldtlenség: v — 3 > 1 — 2x, ahonnan x > 3
= x > 3. Hax < 3, akkor az egyenlétlenség: —(x — 3) > 1 — 2z, ahonnan © > —2 =
—2 < x < 3. Tehdt a megoldas: x > —2.

2.4.11 Megoldas

- 4 L 70<:>m2—|—x—2 T2,
24+ —6 z+1 N 24+r—6 x+1

(+2)(z-1) z+2
(x+3)(r—2) z+1

0 =>x#-3,x#—-1,x#2

A megoldds: x1 = =2, x5 = 1.
2.4.12 Megoldas
' +52° —62° =0 2} (2® + 55 —6) =0 2*(z+6)(z—1) =0

A megoldds: x1 =0, z9 = —6, x3 = 1.
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T +3 22 Tx + 6 3
2.4.13 Megolda = —
80 asx—4+x2—16 r+4 x—4
Az egyenletet x? — 16-tal szorozva:

= x # +4.

(x+3)(x+4)+22= (T +6)(x —4) —3(x +4) & 2> + 7o + 34 = 72> — 252 — 36
&322 — 162 —35=0

5
A megoldds: x1 = —3 To=1T.

3—-7 1,6 —-3,5
2.4.14 Megoldas 5 +Z — = " +2’ Y0 =2 # —2. Az egyenletet 2(x + 2)-vel

szorozva azonossagot kapunk: (3 —Tx) — (3 —7x) = 0. A megoldds: x € R\ {—2}.

2.4.15 Megoldas

r? —5r+6 (x —3)(x —2)

_— = :2

P Tr 12 2T a3 =1 >z73
—2

:>z_4:2:>a:—2:2(x—4):>$:6

A megoldds: x = 6.

2 2 2412
2.4.16 Megoldas v Tt _ 2 +
r+2 2—=z |

Az eqyenletet x? — 4-gyel szorozva:

= # £2.

20(z —2)+ (z+2)° =2+ 123 +4=2"+ 2’ =4 &1 =12
Ez nem lehet a feltétel miatt, igy az egyenletnek nincs megolddsa.

2.4.17 Megoldas A y := 2? > 0 vdltozd bevezetésével y-ra mdsodfoki egyenlet addodik:
1
4y? — 3y — 1 = 0, melynek gyokei y; = 1 és y, = 7 de ez utobbt nem lehet a feltétel

miatt. A megoldds: x1 =1, xg = —1.

2.4.18 Megoldas Az egyenldtlenséget 0-ra rendezve:

~—1)—-3— — 2 _ —
Z3@2;1:(31: 1) —3—-3(z 1)>0®2x 5x>0©x(2x 5)

Qp —
o r—1 r—1 r—1 r—1

>0

A tort pontosan akkor pozitiv, ha a szamldlo €s a nevezd azonos eldjeld. A szdmldlo

e . 7 5 e 7 77 e
r < 0 vagy x > B esetén pozitiv, 0 < x < B esetén negativ. A nevezd x > 1 esetén

5
pozitiv, x < 1 esetén negativ. A megoldas: 0 < x < 1 vagy x > o
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2.4.19 Megoldas Az egyenldtlenséget 0-ra rendezve:

x 2 x(r+4)—2(x—1) 22 + 27 + 2 (x+1)2+1
> >0& >0&
r—1" z+4 (x —1)(z+4) (x —1)(z+4) (x —1)(z+4)
A szamlalo minden x-re pozitiv, igy a tort pontosan akkor pozitiv, ha a nevezd is pozitiv,
azaz v < —4 vagy x > 1.
, 12 —5r+6 (x — 2)(z — 3)
2.4.20 Megoldas PP >0 & = 6)@ 1)
nemnegativ, ha a szdmldlo és a nevezé azonos eldjeli, vagy a szdmldlé nulla. A szamldlo
nulla vagy pozitiv, ha r < 2 vagy x > 3, és negativ, ha 2 < x < 3. A nevezd pozitiv, ha
x < —1 vagy x > 6, és negativ, ha —1 < x < 6. A megoldds: © < —1 vagy 2 < x < 3
vagy T > 6.

>0

> 0. A tort pontosan akkor

2.4.21 Megoldas Az egyenldtlenséget 0-ra rendezve:

-1 2 1) —(x—1 1) — a2 2 1
T PR rx+1)—(z—1)(z+1) —= Cpe 2Tt

2 < — <
x r+1 z(r+1) z(z+1)

0

A tort pontosan akkor negativ, ha a szdmldlé és a nevezd kiilonbozd eldjelid. A szdmldlo

x > —3 esetén pozitiv, x < —3 esetén negativ. A nevezd x < —1 vagy x > 0 esetén

1
pozitiv, —1 < x < 0 esetén negativ. A megoldas: x < —1 vagy —3 <z <0.

2.4.22 Megoldas (z+2)(z+b) =2’ +cx+6 22+ (b+2)z+2b=2>+cx +6
Az eqyenldség pontosan akkor teljestil minden x valds szdmra, ha a két polinom megfeleld
egytitthatoi egyenlok, azaz b+ 2 =c és 2b =6. Innen b =3 és c = 5.

2.4.23 Megoldas Ha a mdsodfoki tag egyiitthatoja 1, akkor az egyenlet gyoktényezos

alakja
1 1 1 1
(x—§> <x—i—§):0:>x2—6x—6:0:>6x2—x—1:0

2.4.24 Megoldas (ar—1)?+(z—a)? = 22 —2+a*> & a*r*—4ax+3 = 0. Az egyenletnek
a = 0 esetén nincs megolddsa, a # 0 esetén a megoldds:

da ++/16a%? — 12¢> 2a+la] 2a+a 2+1 N
2a? 2a? 2a? a R

2.4.25 Megoldas (az+1)*+ (azx+1)(ax—1) = 4 & a®2® +ax —2 = 0. Az egyenletnek
a = 0 esetén nincs megolddsa, a # 0 esetén a megoldds:

T12 =

—at++va?+8:* —ax3la] —-a+t3a —-1+3 1 2
’ 2a2 2a? 2a2 2a a a
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2.4.26 Megoldas Az (1 —a)x®+z+a = 0 egyenletnek a = 1 esetén x = —1 megolddsa.
Ha a # 1, akkor

1+/IT—da(l—a) —1+2a—1] -1+(2a—1) a
= = :>x1:—17x2:
2(1—a) 2(1—a) 2(1 —a) a—1

T1,2 =

2.4.27 Megoldas Az 2’ +px+q = 0 polinom gyékeinek dsszege: x1+1x9 = —p, a qyikok
szorzata: x1x9 = q. lgy

1. 21+ 2129+ 19 = (17 + 2) + 102 = =D+ ¢

2. (z1+29)% = (—p)? = p?

3. 22 422 = (11 + 12)2 — 2mymy = (—p)? — 20 = p* — 2

4- (xl - x2)2 = I% — 2x119 + f% = (351 + £E2)2 —4dxi19 = p2 —4q
1 1

T e Y &

Ty T2 T1X2 q
2.4.28 Megoldas

p+2
p2

p+2—p?
2

pP—p—2
p2

(P—2)p+1)
p2

129 > 0 & >0 & <0%& <0

A megoldds: —1 <p <0 wvagy 0 <p < 2.

2.4.29 Megoldas Az egyenletnek pontosan akkor van két azonos megoldasa, ha a diszk-
rimindns nulla.

D=k —-4B-k)=0k*+4k-12=0%& (k+6)(k—2)=0
A megoldads: k1 = —6,ky = 2.

2.4.30 Megoldas Az egyenletnek pontosan akkor van két kilonbozé valds megolddsa,
ha a diszkrimindns pozitiv.

D=k+3?-16>0k+6k—7>0& (k+7)(k—1) >0
A megoldds: k < =T vagy k > 1.

2.4.31 Megoldas Az egyenletnek pontosan nincs valés megolddsa, ha a diszkrimindns
negativ.

D=k +402k -5 <0 k*+8k—-20< 0 (k+10)(k—2) <0

A megoldds: —10 < k < 2.
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2.4.32 Megoldas Mivel a parabola csicspontja (1,—1) és datmegy a (2,0) ponton, ezért
datmegy a (0,0) ponton is, hiszen szimmetrikus az x = 1 egyenleti; eqyenesre. A hdrom
pont koordindtait behelyettesitve a parabola egyenletébe, a kivetkezd egyenletrendszert
kapjuk: —1 =a+b+c¢, 0 =4a+2b+c¢, 0 = ¢, ahonnan a = 1, b = —2. A parabola
eqyenlete: y = x? — 2.

2.4.33 Megoldas

2 5 1\’
= 32249 S 2_Z,._Z) = _ _ ) =
f(zx) 3r° +2x +5 3(3: 37 3> 3[(1‘ 3)
1\> 16
=3 _ - e
<‘” 3) 3

A mazimum értéke —.

2.4.34 Megoldas

5 1 5\° 25 1
= 2% — 1=2(2>=—Zz+=-) =2 —Z) =42 =
f(z) =22* — bz + (x 296—1—2) [(x 4) 16+2]

5\% 17
= 2 —_ — _ —
(x 4> 8

17
A minimum értéke ——.

8

2.5. Gyokos, exponencialis, logaritmusos egyenletek
és egyenlotlenségek

2
2.5.1 Megoldas A négyzetgyikjel alatti kifejezések nemnegativak, azaz 3~ br > 0 és

3+1>0’ 1< <2lht k\/2 5 \/3 +1—0:>2 br =3 +1
x 2_,zgy 6_93_15eecsa. 3 T x 5 = 3 r =3z 5

h ldds: x = —.
ahonnan 6 megoldds: & = -2

2.5.2 Megoldas A négyzetgyikjel alatti kifejezések nemmnegativak, azaz v + 2 > 0 és

1
1—=3x >0,y —2<z< 3 lehet csak. Mivel /x+2 > 0 és /1 —3x > 0, ezért az

osszeqiik csak gy lehet 0, ha mindkét kifejezés értéke 0, azaz x +2 =0 és 1 — 3z = 0.
Ez azonban ellentmonddsra vezet, igy a feladatnak nincs megolddsa.
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2.5.3 Megoldas A négyzetgyokjel alatti kifejezés nemnegativ, azaz 10 —x > 0. Mivel a
bal oldal nemnegativ, ezért x — 10 > 0 is teljesiil, igy a megoldas: x = 10.

2.5.4 Megoldas A négyzetgyokjel alatti kifejezés nemnegativ, azaz 4x — 7 > 0, igy
x > —. Mwel a bal oldal nemnegativ, ezért 1 —x > 0 1s teljesiil, azaz v < 1. Ez azonban

ellentmondds, igy a feladatnak nincs megolddsa.

2.5.5 Megoldas A négyzetgyokjel alatti kifejezés nemnegativ, azaz 22> — 3x — 10 > 0,
3-89 3+v89

ahonnan v < 1 ~ —1,6 vagy v > 1 ~ 3,1. Az egyenletet datrendezve:

V22?2 — 3x — 10 = x. Mivel a bal oldal nemnegativ, ezért x > 0 is teljesiil, igy megoldds-
ként csak 3,1-nél nagyobb értékek johetnek szoba. Négyzetre emelve: 2x* — 3x — 10 = 22
= 2% =3z — 10 = (x — 5)(x +2) = 0, ahonnan x =5 vagy * = —2, de ez utdbbi nem
lehet, tehat a megoldds: © = 5.

2.5.6 Megoldas A négyzetgyikjel alatti kifejezések nemnegativak, azaz 2 —x > 0 és
r+7>0, gy —7 < x <2. Az egyenletet dtrendezve: /2 —x = \/x + 7 —3. Mivel a bal
oldal nemnegativ, ezért \/x +7 — 3 > 0 s teljesiil, ahonnan x +7 > 9, azazx > 2. A
feltételekbol csak x = 2 johet szoba, ami megolddsa az egyenletnek.

2.5.7 Megoldas A négyzetgyokijel alatti kifejezések nemnegativak, azaz x — 4 > 0,
r—1>0¢ésx+4>0, ahonnan x > 4. Négyzetre emelve:

r—4+2/(r—4)z—-)+ar—l=o+4=>2y/(z -4z —-1)=9—x

Ismét négyzetre emelve: 4(x* — 5z +4) = 22 — 18z + 81 = 3% — 22 — 65 = 0, ahonnan

T =05 vagy r = 3 de ez utobbi nem lehet, tehdt a megoldas: = = 5.

2.5.8 Megoldas Legyen y := </z. Ekkor x +3v22 —18¥z =0 < > +3y> — 18y =0
S ylyP+3y—18) =0 < y(y+6)(y — 3) = 0, ahonnan y; =0, yp = —6, y3 = 3. A
megoldas: x1 =0, xo = —216, x3 = 27.

2.5.9 Megoldas A négyzetgyikjel alatti kifejezések memmnegativak, tovdabbd a tort ne-

vezoje nem 0, igy 9 —d5xr > 0 és 3 —x > 0, ahonnan x < 5 Négyzetre emelve:
36 18
9—53::3—33—1-12—1—3 = 3:2x+3:>2x2—3x—2720,ahonmma::—?)

9
vagy ¥ = o, de ez utobbi nem lehet, igy a megoldds: xr = —3.
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2.5.10 Megoldas Feltételek: © +1 >0, Ve +1—-1#0¢ésx—2 #0, azazx > —1,
x#0 ésx+#2. Legyen a :=+/x+12>0. Ekkor

\/a:—|—1+2_a7—|—1:>a—|—2_ a?
Vitl—-1 z-2 a—1 a2-3

a*>—a—-2=0=(a—2)(a+1)=0

= (a+2)(a*—3)=ad*(a—1) =

Mwel a4+ 1 > 0, ezért a = 2, tehdt a megoldds: x = 3.

2.5.11 Megoldas Feltétel: © > —2. Legyen a := v/x + 2 > 0. Ekkor

\/x+6—4\/x+2+ r4+11—-6vVz+2=1=>Va2+4—4a+vVa2+9—6a=1=
Vie—=224++(a=32=1=]a—2/+]a—3/=1

Ha a > 3, akkor az egyenlet: (a — 2) + (a — 3) = 1, ahonnan a =3, igy x = 7.

Ha 2 < a < 3, akkor az egyenlet: (a — 2) — (a — 3) = 1, ami azonossdg, ahonnan
2<Vr+2<3,gy2<ax<T.

Ha 0 < a < 2, akkor az egyenlet: —(a —2) — (a — 3) = 1, ahonnan a = 2, de ez nem
lehet.

A megoldds: 2 <z <7.

2.5.12 Megoldas Az egyenlétlenséget dtalakitva: (v + 2)\/(x —1)2+2 > 0. Mivel a
gyokjel alatti kifejezés pozitiv, ezért az eqyenlotlenséq pontosan akkor teljesiil, ha x > —2.

17
2.5.13 Megoldas Feltétel: 4z + 17 > 0, azaz © > 1 A bal oldal nemnegativ, igy az

17
egyenlotlenség nyilvanvaloan teljesil, ha © + 3 < 0, azaz I <z < -3 Haz > -3,

akkor mindkét oldal nemnegativ, igy négyzetre emelve:
dr+17> 2 +6r+9=2"+22-8<0= (z+4)(z—-2)<0= -4 <1 <2,
, 17
ahonnan —3 < x < 2. A megoldds: -1 <z <2
2.5.14 Megoldas 214 =2 = |z + 1|+ 2 = 1. Ha z > —1, akkor az egyenlet:

(x+1)+x =1, ahonnan v = 0. Ha x < —1, akkor az egyenlet: —(x +1) +x =1, ami
ellentmonddsra vezet. A megoldds: © = 0.

2.5.15 Megoldas
z—1 T z+1 T 1 T 13 T
T4+ =39=3 §+1+3 :39:>3-§:39:>3 =9
A megoldds: x = 2.
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2.5.16 Megoldas

2\"  /2\*
2$(1+38~2+4):3“(1+2~3+9):>2x.81:3%.16:>(§> :<§>

A megoldds: x = 4.
2.5.17 Megoldas

2x+3

x+9
121 1\z+  2z+4+3 r+9
(2) (4) = 51 2x+2:>(x—|—3)(a:—|— )=(x+9)(2x—1) =

202+ 5 +3=222+17Tx — 9= 122 =12

A megoldds: x = 1.

2.5.18 Megoldas Feltétel: © # —3.

T —2 N
r+3
(z+3)0°@x—2)—(r—-2)=0=(z—-2)[(x+3)*-1] =0=
(x—=2)(x+2)(x+4)=0

32x2+21*12 — 9% = 912+x76 — 9% = (:C + 3)(1' — 2) ==

A megoldds: x1 =2, 19 = =2, x3 = —4.

2.5.19 Megoldas

25 2 8 3z—1 5 1-z 5 4 5 —3(3z—1) 5 1-z
(5) (@) -G =6 G =G e

3
A megoldds: x = T

2.5.20 Megoldas

82:(:—1 1 2—z
23I+4 . — i = 23m+4 . 23(2:)371) . 272(I+1) — 276(271) =
v/ 16z+1 <64)
ore—l — 9712462 — 70 1 = _12 462
A megoldds: v = —11.

2.5.21 Megoldas Legyen a := 5% > 0. Ekkor az egyenlet:

1 24
a=-+—=>5a"-24a—-5=0
a 5
1 7/ . 7 7/
ahonnan a =5 vagy a = — de ez utobbi nem lehet. Igy a megoldds: x = 1.
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2.5.22 Megoldas

1+4$—1 17 rz—1 x T T
e :2I+3:>8(1+4 )=17-2"=8+2-4°=17-2" =
17+ 15
2.(27)2 —17-2"4+8=0=2" = 1

1
Innen 2% = 8 vagy 2* = 5 19y a megoldas: r1 =3, ro = —1.

2.5.23 Megoldas Feltétel: = > 0.
47— 4VEHL — 3. 0mHVE o (97)2 4 (2VE)2 = 3.7 . V7
Legyen a = 2% > 0 és b:=2V® > 0. Ekkor az egyenlet:
a®> —3ab—4b* =0 = (a — 4b)(a +b) =0
Mivel a +b > 0, ezért az eqyenloség pontosan akkor teljesiil, ha a = 4b, igy
W =4V =V =2 =
(Va) = VE-2=0= (Vi-2)(ya+1) =0

Mivel \/x+1 > 0, ezért az egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha \/x = 2, gy a megoldds:
x =4.

Megjegyzés: A feladat gy is megoldhatd, hogy az a* — 3ab — 4b2 = 0 egyenletet b*-tel

0
b > 0) elosztjuk, igy 2 re masodfoku egyenletet kapunk: -3 —4=0.
b

a
b
2.5.24 Megoldas Legyen a := 3* > 0. Ekkor

VO +8 3042 53" —5=Va2—9a+8>a—-5=+/(a—8)(a—1)>a—5

Feltétel: a <1 vagy a > 8, mavel a négyzetgyikjel alatti kifejezés nemnegativ. Ha a <1,
akkor a jobb oldal negativ, igy az egyenldtlenség nyilvdnvaloan teljesil. Innen 3% < 1,
gy x < 0. Ha a > 8, akkor a jobb oldal pozitiv, igy négyzetre emelve:

a®> —9a+ 8 > a* — 10a + 25,
ahonnan 3% > 17, igy x > logs 17. A megoldds: x < 0 vagy x > logs 17.

2.5.25 Megoldas
1
P <322 20 <20 = 6~ 2] <5 = | > 5
1

1
A megoldads: x < —5 Vagy T > 3
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2.5.26 Megoldas

A megoldds: x < 4.

2.5.27 Megoldas
1 z2—z—17 1 1 z2—z—17 1 3
- > — = (= >(z) =22-2-17T<3=(z-5 4) <0
) cme(G) () em =5

A megoldds: —4 < x < 5.

2.5.28 Megoldas Feltétel: x > 10. Azonos dtalakitisokkal:

100

lg(z — 10) = 2(1 —1g5) =2 —21g5 =1g 100 — lg5% = Ig 55

=lg4

Igy lg(z — 10) =1g4 = © — 10 = 4, tehdt a megoldds: x = 14.
2.5.29 Megoldas Feltételek: v +4 >0, v+ 2 > 0 és log;(z + 2) # 0, ahonnan x > —2
és x # —1.

log;(z +4)
log,(z + 2)
r+4=(+22=2"+32=0=2(x+3)=0

=2 = log,(z +4) = 2log;(z + 2) = log;(x + 4) = log;(x + 2)* =

Innen x = 0 vagy * = —3, de ez utébbi nem lehet, igy a megoldas: © = 0.

2.5.30 Megoldas Feltételek: © —5 > 0 és 2x — 3 > 0, ahonnan x > 5.

lgve —5+1gv2s —3+1=1g30=lg+/(z —5)(2z —3) =1g30 —1g10 =1g3 =

13+11
VEe—=502r-3)=3=(2-502r-3)=9=>22>-132+6=0=2 = 1

1
mnen r =06 vagy x = 5 de ez utobbi nem lehet, igy a megoldds: © = 6.

2.5.31 Megoldas Feltételek: (x—4)(z+3) > 0 (azazx < —3 vagy x > 4) és bx+4 > 0,
ahonnan x > 4.

logs [(x —4)(z +3)] =logz(bx +4) = (r —4)(z+3) =5+ 4=
2 —6r—16=0= (z—-8)(z+2)=0

ahonnan r = 8 vagy x = —2, de ez utobbi nem lehet, igy a megoldds: x = 8.
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8
2.5.32 Megoldas Feltételek: 23z + 8 és 4x + 4 > 0, ahonnan v > ——

23"
2 23x + 8 2 23r + 8 2
1 23 8) —21 4 4)=—==1 - == — =873 =
0gg(23z + 8) ogg(4x + 4) 3 083 (42 1 4)? 3 (4z 1 4)2 °
2r+8 1 . 15+ 17
_——— = - =23 8=14 1) =42 - 150 —4=0=2 =
617 1 r+ (x+1) T T x 3
) 1
A megoldds: x1 =4, x9 = 71

2.5.33 Megoldas Feltételek: x> — 3z = x(x —3) > 0 (azaz z < 0 vagy * > 3) és
3—x >0, ahonnan x < 0.

2

V3—=x V 3—=x
lgv—2r=1gb=+V-2r=5=—2x=25

A megoldds: x = —25.

lgVa? -3z —1gV3—z=I1gh =g

2.5.34 Megoldas Feltételek: 1> +2x—3 = (v —1)(x+3) > 0, azaz v < —3 vagy v > 1.

-1
Ekkor Z > 0 s teljestil.
T+ 3
In(2® 4+ 2 —3) = "% = (r—1)(r+3) = “ - =
T+ 3 r+3
(z+3)°@@-1)—(z-1)=0=(z—1)[(z+3)*-1] =0=
(x—=1)(z+2)(z+4)=0
Innen a feltétel figyelembevételével a megoldds: © = —4.

2
2.5.35 Megoldas Felhasznalva, hogy 21g2 — 1 = lg4 — 1g10 = lg 5 az egyenlet a

2(z3 4+ 1 1 2(x3 41 1
kovetkezo alakra hozhato: 1g % =lg (—3 + 1) = % = (—3 + 1> . Legyen
x x

y = a3, Ekkor 2y* — 3y —5 =0, ahonnan y = —1 vagy y = o de kénnyen lathato, hogy

5
y = —1 nem lehet. A megoldds: © =y 7"

2.5.36 Megoldas A logaritmus definicidja alapjin: x* = x® + 322 — 27 = 22 = 9,

ahonnan x = 3 vagy x = —3, de ez utobbi nem lehet, mivel a logaritmus alapja pozitiv.
A megoldds: x = 3.
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2.5.37 Megoldas Feltételek: x+1 >0 ésx+1 # 1, azazx > —1 ésx # 0. A logaritmus
definicidja alapjdn: (x+1)* =222 +1 = 2 +22+1 =222 +1 = 2> —2r = z(z—2) = 0,
ahonnan x = 2 vagy x = 0, de ez utobbi nem lehet. A megoldds: v = 2.
2.5.38 Megoldas A logaritmus definicioja alapjan:

log,(logs(log, 7)) = 0 = logs(log, ) = 1 = log, v = 3 = x = 4° = 64

2.5.39 Megoldas A logaritmus definicicja alapjdn:
log1 (logyg(log, ) = 1 = log,s(log, ) = i = logyr =161 =2=2=2"=4
2.5.40 Megoldas Feltétel: 2*> — 2z = x(x — 2) > 0, ahonnan x < 0 vagy x > 2.
logg(2? —22) <0 =logzl =2’ —2r<1=2"-22-1<0

Az 2® — 22 —1 < 0 egyenlbtlenséghdl: 1 — /2 <z <14+ /2. fgy a feltétel figyelembevé-
telével a feladat megolddsa: 1 — /2 <z < 0 vagy 2 < x < 1+ /2.

2.5.41 Megoldas Feltétel: 5 — 6x > 0, ahonnan z < g

11
1og4(5—6m)§2:log416=>5—6x§16:—gSx

11 )
A megoldds: 5 <zr<-—.

(=}

4
2.5.42 Megoldas Feltétel: 3x — 4 > 0, ahonnan x > 3"
1
log%(&iz:—él) >log2§:—3:log%8=>3x—4<8:>:1:<4

4
A megoldds: 3 <z <4

2.5.43 Megoldas Feltétel: 2°> + 3x — 1 > 0, ahonnan z <

-3+v13
r>— =~

0,3.
2 J

log%(x2+3x—1) <—l=log:13=
2 +32-1>3=2+3r—4=(r+4)(z—1)>0

A megoldds: x < —4 vagy x > 1.
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2.6. Trigonometrikus azonossagok és egyenletek

2.6.1 Megoldas

0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 135° | 180° | 210° | 240° | 270° | 300° | 315°
G O I e I I O V1 I A T
4 2 | V2| 2 V2 2| 2 2 | V2
V3 1 1 1 V3 1 1
cos 1 | 2 —=1 2|0 |——F= -1|-22-=]0| = |—>5
v 2 [ V2] 2 V2 2| 2 2 | V2
1 1
tg o 0 73 1 | V3| — | -11] 0 73 V3| — |=v3] -1
2.6.2 Megoldas A kovetkezo dsszefiiggések felhaszndldsdval a hidnyzo értékek kiszamit-
1
hatok: cos? ¢ +sin?p =1 = 1+tg?¢ = o = cos? @ = m
. 3 V119] 8 35 16 21
sin @ - | = — | = —
4 12 17 37 65 29
osp | YT 5 [ 2] e [
4 12 17 37 65 29
3 | V119 | 8 35 16 | 21
tgp || T t—| +— | = | +—= | =
VT 5 15 | 12 63 | 20
2.6.3 Megoldas
. ™ T
° 51n2g0:1:>2g0:§+2k:7r:gozz+k7r,k:€Z
1 7 11 7
e sin2p = —3 = 2p = %—1—2%7? vagy 2¢ = ?ﬂ-—l—Qkﬂ' = ¢ = 1—72T—|—k7r vagy
117
=—+km kel
%) D +RT, K €
3
° sing:—1:>§:§—|—2k‘7rz><,0:37r+4k:7r,k‘62
3 2 2
. singz\/?_:g:§+2k7rvagy§:§+2k7r:><p:§+4lmvagy

4
¢:§+4k7r,k€Z

k
cochp:0:>2g0:g+kﬂ:>g0:%+§,k62

o4



3
0005230:\/7_:>2g0:%+2k7rvagy2g0:—g+2k7rz>g0:17T—2+k:7rvagy

o=t km kel

12
ocos§:1:>§:2k7r:>g0:4k:7r,k‘€Z
1 2 2 4
ocosgZ—§:g:§+2k7rvagyg:—§+2k7r:>90:§+4k:7rvagy
gpz—%—kélkw,k:EZ
km
otg290:O:>290:k7T:>90:7,k:€Z
3 3 k
otg290:—1:>230:—W—|—k7r:>90:_ﬂ+_7r’kez
4 8 2
© w w T
otg2 = 3 4+k7r:>90 2+ km k€
%) 1 Y w s
*lg T 5T 3 T TITT eSO
k
octg3g0:1:>tg390:1:>3g0:£+k7r:>g0:%+?ﬂ,k62
tg3 L o tg3p= V3= 3p= T ikr= T ez
® C = —— = — = —— s = — _
goyp /3 goy ¥ 3 2 g "3
%) %) 1 %) s s
tg-=—-V3=tgr=—F==>-=——+kr=>p=—-+3km, ke’
° ctg g = V3= igg B3 g MmO
octg§:0:>§:g+k7r:>g0:7r~|—2k:7r,k‘€Z
2.6.4 Megoldas
osin2g0:1:>sin<p:j:1:>g0=g—i—/mr,k:EZ
1 1 k
ocos2g0:5:005¢=iﬁ=>g0=£+§,k62

. tg250:3:>tg<p::|:\/§:>go:g+k7rvagy<p:—g+k7r,k‘€Z
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cos

- = 1—cos’p =cosp = cos>p+cosp—1=0=
sin ¢

e siny = ctgy = sinp =

COsp = ———— (a mésik gyok nem megfelels, mivel —1-nél kisebb) =

—1 5
p = :I:arccos+\/_+2k:7r,k‘ S/

CoS

® sinp = —ctgy = sinp = _singo = 1—cos’p=—cosp=cos’p—cosp—1=0

1-5

= cosp = (a mésik gyok nem megfelel, mivel 1-nél nagyobb) =

— Vb
(p = Farccos \/_+2k:7r,k: S/

sin @
cos

= 1 —sin?p = sing = sin®p+sinp —1 =0 =

® COsSyY = tgp = cosSp =

—1 5)
+\/— (a masik gyok nem megfelel§, mivel —1-nél kisebb) =

~1++5 1445

= arcsin — + 2km vagy ¢ = m — arcsin —g +2km, ke Z

sin @ =

2.6.5 Megoldas

.y sin? ¢ tg? o g tgp
e sin“ p = = sinp = ————
4 cos2p+sinep  1+tg2e 14 Trte’p

) cos? ¢ 1 N 1
® COS = = coOS = —_—
4 cos2 p+sin?e  1+tgZe 14 T+ te o

9 sin® ¢ sin? go sin

.t et = t g
&% cos?p 1 —sine 8¢ = V1 —sin¢

sin? go

102 2 2
sin“¢ 1 —-cos®p v/ 1 —cos?p /

° tg290: 5 = 3 :}tggp: 2
cos® cos* COS ¢ coS

2.6.6 Megoldas

1 —cos2
e cos?p+sin®p =1, cos? ¢ —sin? ¢ = cos2p = sin* ¢ = %,
cos? p — 1+ (3208 2¢

26



in @ L
2 sin 5 COS 5

' 2sin £ cos £ cos? £ 2tg £ 2t
e sinyp = : = : = =
cos? £ +sin’ £ cos’£+4sin*€  14tg?s 142
cos? £
cos? £ —sin®£ 1 —tg?f 12
® CcoSp = : = =
cos? £ +sin* € 14+tg?2 1412

2.6.7 Megoldas

| S

ocosaza,sina:— =« —g+2k57r,k:€Z

5
Mk ke

=
“T%

N | —

® cosa = —5 sina =

5
e tga =1 és a a harmadik siknegyedben van = a = Zﬁ + 2km, k€ Z

2.6.8 Megoldas

sin @

sin @(tg ¢ + ctg ) + cos p(tg ¢ + ctg ) = (sinp + cos @) (COS -

) sin®? p 4+ cos’ ¢ sinp + cosy 1 1
(sinp + cos @) - — = — = + -
sin ¢ cos sin ¢ cos ¢ cosp  singp

2.6.9 Megoldas

cos

sin ¢

(singp — cos ) (1 +sinpcos ) + (sinp + cos ) (1 —sinpcos p) =

)

25sin ¢ + (sin? ¢ cos ¢ — sin p cos® @) + (— sin® Y cos ¢ — sin p cos? ) =

2sin ¢ — 2sin @ cos? p = 2sin (1 — cos? ) = 2sin® p
2.6.10 Megoldas

21
th7r + /sin(—=77) = tg (% +57r> +v0 = tg% =1
2.6.11 Megoldas

| 2 L 2 2 Y
(6] COS — S1n — —S1mm —1 =
& 3 3 3

o 2T 2r | 2m 47r>

9 2T . .
CcOS“ — —+ sin“ — + 2cos — sin — — sin —

3 3 3 3 3

(
( dr 4w

1+Sin——sm—) =log, 1=0

log .

1
Ogﬂ' 3 3

o7



2.6.12 Megoldas
2 - 27 2 .2 2 - 2
8 cos 2x + 7 cos x:5smx—|—zﬁ8(cos x —sin”z) + 7 cos a::5smx—|—zﬁ

27 33
8(1 —2sin*z) + 7(1 — sin® 1) =Ssine+ - = 23sin’z + 5sinx — 2 0=

) -5+ 28
inr=—
i 16
. 1 . . .
Innen sinx = 3 vagy sinx = T de ez utdbbi nem lehet, mivel x € [0, 7].
) T 5%
A megoldds: x1 = & Ty = 5

2.6.13 Megoldas A feladat megoldasihoz felhaszndljuk, hogy minden p pozitiv szamra
1

p+ — > 2, és az eqyenldség pontosan akkor teljesil, ha p = 1.
p

1

(Ugyanis, p+ - >2 < p* —2p+1>0«& (p—1)? > 0.) Mivel z € ]0,%] esetén
p

tgx >0 ésctgx > 0, ezért

1 1
<tgx—|——)+(ctgm+ ) >4
tgx ctgx

T
és az eqyenloséqg pontosan akkor teljesiil, ha tgx = 1, azaz x = 1

2.6.14 Megoldas
V1 —cos2z — cos2z = 0 = [sinz| — (cos’z — sin’x) = 0 = 2sin®z + [sinz| — 1 =0

Ha sinz > 0, azaz 0 < x < 7 vagy x = 2w, akkor az egyenlet: 2sin*x +sinz — 1 = 0,

ahonnan sinx = % vagy sinx = —1, de ez utobbi nem lehet. Innen a megoldds: x| = %,
o

To = 5

Ha sinz < 0, azaz m < x < 27, akkor az egyenlet: 2sin’z — sinz — 1 = 0, ahonnan

sinz = —5 vegy sinz = 1, de ez utobbi nem lehet. Innen a megoldds: x3 = %T,
117

Ty=

2.6.15 Megoldas
sinz + cos® x = cosx + sin® z = sinx(1 — sin®z) = cos (1 — cos* 7) =
sinz cos® x = cos rsin® x = sinz cosz(cosz — sinx) = 0

m km
Innen sinz = 0 vagy cosz = 0 vagy cosz = sinx. A megoldis: © = 5 + 5 vagy

wz%—l—lm,kEZ.
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2.6.16 Megoldas

3cos2r = —sinz + 3 = 3(cos’ x — sin’z) = —sinz + 3 =
3(1 —2sin*z) = —sinx + 3 = 6sin*z — sinz = 0 =

sinz(6sinz —1) =0

1 1
Innen sinx = 0 vagy sinx = 5 A megoldds: v = km vagy x = arcsiné + 2k wvagy

1
mzw—arcsiné—I—ka, keZ.

2.6.17 Megoldas
dcos’z+8sinz +1=0=4(1 —sin*z) + 8sinz +1 = 0= 4sin’z — 8sinx —5=10

8§ —12 1
Innen sinx = 5~ 3 (a masik gyok nem megfeleld, mivel 1-nél nagyobb).

11
A megoldds: x = %T + 2km vagy x = % + 2km, k € Z.

2.6.18 Megoldas Feltétel: cosx # 0.

sin? x

+sinx + sin2x =
COS X CosS &

cos’z +sin?z +sinzcosz +sin2zcoszr =1 = 1+sinzcosz + 2sinzcos’z =1 =

cos T + =

sinzcosz(l+2cosz) =0

1 2
Innen sinx = 0 vagy cosx = —3 A megoldds: x = km vagy x = ﬂ:g7T +2km, k€ Z.

k
2.6.19 Megoldas Feltétel: = + f kel

cos 2% 1., cos2z —sin’ x 1, . )
s = —sin" 20 = — —— = —(2sinxcosz)” =
ctgtx —tgcx 4 cosx sin“z 4
sinz  cos?w
cosx —sin’x ) g )
———— .sin“xcos®x = sin® x cos” x =

costx — sin* x

cos?z —sin?x

5 — 5 —5 sin® x cos? x = sin® x cos® x
(cos? z — sin® x)(cos? x + sin” x)

k
Az egyenlet azonossdg: x € R\ {IW, kelZ}.
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2.6.20 Megoldas

(1 —cos2x)*+ (1 +sin2z)* =1 =

(1 —2cos 2z + cos? 2z) + (1 + 2sin 2z + sin®27) = 1 =
2(1 —cos2z +sin2zx) =0 =

(cos® z + sin® x) — (cos® x — sin®z) + 2sinxcosx = 0 =
2sinx 4 2sinzcosr = 0 =

sinz(sinz + cosx) =0

A szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényezdje nulla. A megoldds: © = km vagy

x:?%—l—k’w,keZ.

2.6.21 Megoldas

sin 3x — cos2x - sinx = cosx =
sin(z + 2z) — cos 2z - sinx = cosx =
sinx - cos 2x + cosx - sin 2x — cos 2x - sinx = cosx =
cosz -sin2x —cosx =0 =
cosz(sin2x — 1) =0
A szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényezdje nulla. A megoldds: © = g—k km

vagy:c:%—i-/m, keZ.
2.6.22 Megoldas

2cos® x + cos(m —z) =0 =
2cos’ r —cosz =0 =
cosw(2cos’ s — 1) =0 =

cosz - cos2x =0
A szorzat pontosan akkor nulla, ha valamelyik tényezdje nulla. A megoldds: © = g—i- km
m krm
=—+—, kel
vagy T 1 + 5
2.6.23 Megoldas

15° - sin 15° = ~si (2-15%) !
COS - S1n = — SIn . = —
2 4
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2.6.24 Megoldas

1
sin 30° - cos 15° + cos 30° - sin 15° = sin(30° 4 15°) = E
2.6.25 Megoldas
3
cos 10° - cos 20° — sin 10° - sin 20° = cos(10° + 20°) = g

2.6.26 Megoldas
3
cos? 15° — sin® 15° = cos(2 - 15°) = \/7—
2.6.27 Megoldas

1 1
sin 70° - sin 40° + 5 cos 110° = sin 70° - sin 40 + §(COS 70° cos 40° — sin 70° sin 40°) =

1 1 3
5(005 70° cos 40° + sin 70° sin 40°) = 3 cos(70° —40°) = %
2.6.28 Megoldas
1 2-22,5° 1 1 1 2 2
COS22275O: +COS( ) ) — 4. = +\/_
2 272 2 4

2.7. Sorozatok; egyenletrendszerek

2.7.1 Megoldas a5 = a; +4d = 17,a7 = a1 +6d = 10 = d = —%,al = 31. Az elsé

nyolc tag dsszege:

a; + asg g — 2a1+7d
2 2

2.7.2 Megoldas Legyenek a befogék a — d, a, az dtfogd a + d. Ekkor (a — d)a = 300,

(a —d)?+a* = (a+d)% Innen a = 20,d =5, tehdt az oldalak hossza 15 c¢m, 20 cm és
25 cm.

S = -8 =150

2.7.3 Megoldas S,14 — Sp = apy1 + Qpyo + apiz + apr3 =69 — 38 =31 =
(a1 + nd) + (a1 + (n 4+ 1)d) + (a1 + (n + 2)d) + (a1 + (n + 3)d) = 31 =
4ay +d(4n+6) = 31 = 2a; = 14 — n.

2 —1
5 - ay +O,25(n )n _ 38,

innen a) n = 8,a; = 3 vagy b) n =19,a; = —2,5.

61



2.7.4 Megoldas Felhaszndlva, hogy a1 = as—d és a3 = as+d, az (ay—d)+as+(as+d) =
—12 egyenletet kapjuk, ahonnan ay = —4. A (=4 —d) - (—4) - (=4 + d) = 80 egyenletbdl
d = +6. A sorozat tagjai d = 6 esetén a; = —10,a9 = —4,a3 = 2, d = —6 esetén
ay = 2,&2 = —4,a3 = —10.

2.7.5 Megoldas Felhaszndlva, hogy a1 = a2 €s az = as - q, az @ q-ay-q = "T29
q q

9 1
egyenletet kapjuk, ahonnan as =9. A — 4+ 9+ 9¢ = 39 egyenletbél ¢ = 3 vagy q = 3 A
q

1
sorozat tagjai q = 3 esetén a; = 3,a0 = 9,a3 =27, q = 3 esetén ay = 27,a, = 9,a3 = 3.

2.7.6 Megoldds 1. ag=as - ¢* = ¢* =4=q=+2.
w1 3 (V2)i*-1 25 —1 93
= /2 esetén S —q -2 = — —F =3 = =
q 10 1 -1 5 \/5_1 2_\@ 2_\/§
93(2 + v/2)
2

93(2 — V2

g=—V2 6setén510:(T\/_)

2.a9:a3-q6:>q6:8:>q::|:\/§.
21 2)12 — 1 4-1 189(v2+1
q:ﬂesetén512:a1~q :§L2§6 :89<\/_+)
g-1 2 V2-1 2 y2-1 2
189(—v2 + 1)
2

q= —V/2 esetén Syp =

3. ay—ag =aytaztay = ax(¢*—1) = ax(1+q+¢*) = ¢@—-1=1+q+¢" = q=—2
(mivel ¢ # 0).
ag(q2—1):—6:>a2:—2:>a1:%:1.
q

2.7.7 Megoldas a;+as+az+as+as = (a3 —2d)+ (a3 —d)+az+ (a3 +d)+ (ag+2d) =
Saz = 25 = a3 = 5. Mivel by = ay,by = as, b3 = as mértani sorozat, ezért b3 = by - bs,
azaz a3 = ay-as = (a3 —d)? = (a3 —2d)(az +2d) = (5—d)? = 25— 4d* = 5d* —10d = 0
=dd—-2)=0=d=0wagyd = 2. d =0 esetén a; = 5,q = 1; d = 2 esetén
ay = 1,(] = 3.

2.7.8 Megoldas a; + ay + a3 = (a2 —d) + as + (a2 + d) = 21 = ay = 7. Mivel
by = a1 +6,by = as+ 13, b3 = az + 30 mértani sorozat, ezért b = by -bs, azaz (ay +13)* =
(a1 + 6)(az + 30) = (a2 + 13)* = (a2 — d + 6)(az + d + 30) = 400 = (13 — d)(37 + d).
Innen d = =27 vagy d = 3. A szamtani sorozat ay = 34,a0, = T,a3 = —20 vagy
ap :4,CL2 = 7,0,3 = 10.
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2.7.9 Megoldas Legyenek a mértani sorozat tagjai ai,as,as. Az elsd feltételbol
ay +ay +az = a;(1+q+¢*) = 63.
Mivel by = a1 + 3,by = ao,b3 = ag — 30 szamtani sorozat, ezért 2by = by + bs, azaz
2ay = (ay + 3) + (a3 — 30) = 2a1q = a; + 3 + a1¢*> — 30, azaz
a1 (1 —2g + ¢°) = 27.

1
Az el626 feltétellel egyiitt q-ra a 4¢*>—17q+4 = 0 mdsodfoki egyenlet adddik. Innen q = 1
és a sorozat a; = 48, a9 = 12,a3 = 3 vagy q = 4 és a sorozat a; = 3,a, = 12, a3 = 48.

2.7.10 Megoldés A feltételekdl a1y = ay +11d =0 = a, = —11d. S, = 2 ; I =0

=a+a, =0=a,=11d. a, =a;+(n—1)d = 11d = —11d+(n—1)d = d(n—23) =0
= n =23 (mivel d #0).

2 44d 2. (—11d) + 44d
Sy g = Sy = 2T (Zlld) +44d o o
2 2
Innend=1 és a; = —11.
—11 4 (=11 + 68
Seo = + +68) 69 = 1587.

2

2.7.11 Megoldéas (a,) szdmtani sorozat, ezért ay = /2 +d és ay = /2 + 3d. Mivel
ay, ay, ay mértani sorozat, ezért a3 = ay - ay, azaz (vV2+d)? = v2(v/2+3d). Innen d =0
vagy d = /2. d = 0 esetén a sorozat minden tagja /2, 1gy ¢ = 1, tehdt Sip = 10a; =

2/2 210 _ 1
10v/2. d:\/ieseténq:@:—fzz, tehdt Sy = /2 - — 1023 - V2.
3]

V2 2—-1
2.7.12 Megoldas Az x? +xy = 210 és y? +xy = 231 egyenleteket dsszeadva (x +y)* =
441 = |z +y| =21. Hax+y =21, akkor a megoldds 1 = 10,y; = 11. Hax+y = —21,
akkor a megoldas x4 = —10,y, = —11.

2.7.13 Megoldas Az xy+xz+y =29 és xy—2x —2y = 2 egyenletekbdl 3(x+y) = 27 és
3ry=60=2r+y=9¢é2y=20=2(9—12)=20= 22— 92 +20 = (v —4)(z—5) = 0.
A megoldds: x1 =4,y1 =5; xo =5,y = 4.

1 1
2.7.14 Megoldas A (2z + y)* = 16 egyenletbdl |2z +y| =4, azx — — = 5 egyenletbdl
Y

2
20 = 1+ ~. Ha2x +y =4, akkor y-ra az y* — 3y +2 = (y — 1)(y — 2) = 0 egyenlet
Y
adédik, ahonnan y = 1 vagy y = 2. Ha 2x +vy = —4, akkor y-ra az y*> + 5y +2 = 0
=5+ V17 3
egyenlet adodik, ahonnan y = ——— . A megoldds: ©, = 3 = 1,z =1, yp = 2;

2
34T 5= VIT 3 -V1T 54 /1T

T3 1 Y3 = 9 ; g = 1 » Ys B
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1
2.7.15 Megoldas Az x? — 6xy + 9y* = 25 egyenlethdl |x —3y| = 5, azx + — = 9

)
eqyenletbol © = 9 — é Ha x — 3y = 5, akkor y-ra a 3y?> — 4y + 1 = 0 egyenlet adddik,
ahonnan y = 1 vagy y = % Ha x — 3y = -5, akkor y-ra a 3y*> — 14y +1 = 0
egyenlet adodik, ahonnan y = 7%\/% A megoldas: x1 =8, y1 = 1; 19 = 6, yo = %;
T3 = 2+ /46, ysz%ﬁ;ﬂcz;:?—m, y4=%ﬁ-

3 2 1
2.7.16 Megoldas Az x + V= 9 és g — gy =3 egyenletekbol 12z 4+ 9y = 108 és

12z — 16y = 8, ahonnan 25y = 100, igy a megoldds: v =6, y = 4.

2 -3 3 1
2.7.17 Megoldas Az rre_Yy—o 3 és — —— = 0 egyenletekbol y — 3 =
4 r+2 y—3
2 2 2
x;_ , 1gy x-re az x;— — x;; = 3 egyenlet adodik. A megoldds: v =10, y =T7.
, 1 2 . ) 2 5
2.7.18 Megoldas Az — = 3 egyenlet kélszeresét a — + =
r—2y 2x—y r—2y 2x—vy
1 1 3
—5 egyenlethez hozzdadva, 5y =1= m —2=23. A megoldas: x = =
1
Y= B
. 6 1 e 4 3
2.7.19 Megoldas A + = 2 egyenlet 2-szeresébdl a + =3
r—95 y—2 r—93 y+2
2 9
egyenlet 3-szorosdt kivonva, y-ra a kovetkezd egyenlet adodik: — = —5,
) y—2 y+2 .
ahonnan 5y* — Ty +2=0 =y =1 vagy y = = A megoldds: x1 =7, y1 = 1; 29 = =
2
Y2 = 5
| 6 6 5
2.7.20 Megoldas Legyen 22— > 0. FEkkor a \/ ’ + \/JE ty_ 2 egqyen-
x+y Tty 6z 2
6
lethél 2a® — 5a + 2 = 0, ahonnan a = 2 vagy a = 5 Ha a = 2, akkor a Ty
rTy
1 1
és y —x = 44 egyenletekbol v1 = —88, yy = —44. Ha a = —, akkor a = — és
2 T+y 4

y —x = 44 egyenletekbdl xo = 2, yo = 46.
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2.7.21 Megoldas Legyen 3° := a > 0 és b := 4Y > 0. Ekkor a 3° +4Y = 73 és
3% - 4Y = 576 egyenletekbdl a®> — 73a + 576 = 0, ahonnan a =9 vagy a = 64. Ha a =9 és
b= 64, akkor v1 =2, y1 =3. Haa =064 ésb=9, akkor x5 = log; 64, y» = log, 9.

2.7.22 Megoldas A 2z —4/x +y —4 = 0 és b\/x —y = 17 egyenleteket dsszeadva
7

Va-re a 2x + /x — 21 = 0 mdsodfoki egyenletet kapjuk, melynek gyokei 3 és —5 de ez

utdbbi nem lehet, mivel \/x > 0. A megoldds: x =9, y = —2.

2.7.23 Megoldas A \/TE +y =4 ésy®> — \Jx = 27 egyenletekbdl y* — (8 — 2y) = 27 =

y>+2y—35=(y+7)(y —5) =0, ahonnan y = —7 vagy y = 5, de ez utébbi nem lehet,
mivel /x > 0. A megoldds: ©x =484, y = —T.

2.7.24 Megoldés A 308 —2l081¥ = 77 és 3083 Ve _2lo816Y = 7 egyenletekbdl x—\/y = 77
és o — Wy = 7. Mivel z — \/y = (Vo — Vy) (Ve + y), ezért Vo + Yy = 11. A
VI — 3y =T és \Jx+ 3y = 11 egyenletekbdl 2/x = 18, igy a megoldds: x = 81, y = 16.

1
2.7.25 Megoldas A log,(zy) = 5 és logy <£> = 1 egyenletekbdl xy = 32 és - 5
Y Y
igy ¥* = 16, azaz x = +4. A megoldds: 1 =4, y; = 8; 1o = —4, yp = —8.

2.7.26 Megoldds A 82*+1 = 32.2%~1 ¢55.527Y = /252v+L egyenletekbsl 269+3 = 24y +4

és 5°7Y = 5%, ahonnan 6x + 3 = 4y +4 és x —y = 2y. Az egyenletrendszer megolddsa:
3 1
2.7.27 Megoldas A 3Y-9% =81 éslg(x+y)? —lgz = 21g 3 egyenletekbsl 3% v = 31 és

2
lo (z+y)
i

Igy 2 — 172 +16 = (x — 16)(z — 1) = 0, ahonnan & = 1 vagy x = 16. A megoldds:
T = 1, Y1 = 2,’ T = 16, Y2 = —28.

=1g9, ahonnan 2z +y =4 és (x +y)* = 9z.

2.7.28 Megoldas Legyen 2°1Y :=a > 0 és 2*7Y := b > 0. fgy a 32" — 5.2 = 182
€sH 2729 —4.27.27Y = 312 egyenletekbol 3a — 5b = 182 és ba — 4b = 312, ahonnan

a=0646sb=2= 2"V =20¢652"Y =2 = x4+y=06ésx—y=1. Az eqyenletrendszer
5

lddsa: x ==, y = —.
megoldasa: x 2,y 5
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2.8. Koordinatageometria

2.8.1 Megoldas a+b +c = (4,4); 3(2a—b) =(21,12); (a+ b)c = —10;
(a—b)(b+c)=11; |]a—b| = /26.

2.8.2 Megoldas 1. Legyen ¢ = aa + Sb. Innen 2a — 106 = —6,ba + 26 = 12.
Az egyenletrendszer megolddsa: o = 2,8 = 1, tehdt az a vektorral pdarhuzamos
dsszetevd: aa = (4,10), a b vektorral pdrhuzamos dsszetevd: fb = (—10,2).

2. A c vektorral parhuzamos példdul a ¢y = (—1,2) vektor. A c-re merdleges példaul
a cy = (2,1) vektor. Legyen b = acy + fcg = —a+ 26 = —10,2a+ 5 = 2. Innen

14 18 , , . . 14 28
a = g,ﬁ = ——, tehdt az c-vel pdrhuzamos Osszetevd: ¢, = ac; = ,

5 55
36 18

a c-re merdleges dsszetevd: ¢, = b = (—g, _E)

Masik megoldds:

C c 60 + 24 7 14 28
—(b- &) E =T 12 = L (6,12)=(-—, 2
“r ( \cy> o " 3651 612 =15 (5612 ( 5’5)

36 18
Cp, = b — Cp = (—g, —E>

3. Aza+b = (=8, 7) vektorra meréleges példdul a (7,8) vektor, melynek hossza /113.
Az a+ b-re merdleges két eqyséquektor: (L i) (— 8 )
! e S \vi113' Vi)t \ V113t vi13)

2.8.3 Megoldas A két vektor skaldris szorzata: ab = 4-(—1)+3-2 = 2. Legyen a az a €s

ab 2 2 2 mgm
la|-|b] 255 5.5 5.5

2.8.4 Megoldas Aza és b vektorok pontosan akkor parhuzamosak, ha van olyan \ valds
18
szam, melyre a = Ab = 6 = A\p és —5 = 3\, ahonnan p = -5

b dltal bezart sz6g = cosa = = (u = arccos

5
Az a és b vektorok pontosan akkor merdlegesek, ha ab = 6p — 15 =0, azaz p = 3
Az a ésb vektorok pontosan akkor zdrnak be hegyesszoget eqgymadssal, ha ab = 6p—15 > 0,
5
> —.
azazp> 3

2.8.5 Megoldas Legyenek a haromszog A, B, C' csiucsndl lévd szdgei o, [, 7. E =

21412 11
—7,4) és 1@ = (—3,3) = cosa = = ,
( ) ( ) V6518 V130

B~ 15,71°, v &~ 149,04°. A mdsodik feladatnak harom megolddsa van: a paralelogramma
negyedik csucsdt ugy kapjuk, hogy a hdromszog csiucsait a szemkozti oldal felezopontjdra

gy o ~ 15,26°. Hasonloan,
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7
tikrozzik. Legyen Dy(xq,y1) az A pont tikorképe a BC' oldal Fy (—3, 5) felezopontjdara.

2 0 7
T —3 és —;yl =5 igy a tikorkép: D1(—8,7). Hasonldképpen, a B

13
pontot tikrozve az AC oldal Fy (5, 5) felezépontjara, a tikorkép: Do(6,—1). A C

FEkkor

pontot tikrozve az AB oldal Fs <—g, 2) felezépontjara, a tikorkép: Ds(—2,1).
Masik megoldds:
Di(a1,m) = (=1,8) + AB = (~1,3) + (~7,4) = (~8,7)
—
D2(£27y2)_( 1 3)+BA_< 73)+(77_4>:(67_1>

Ds(w3,y5) = (2,0) + O = (—4,1) = (=2,1)
p . . A
2.8.6 Megoldas Az A(2,6) és B(—3,2) pontok tdvolsiga a BA = (5,4) vektor
hossza: d(A, B) ‘B—>’ V25 + 16 = V/41.

- 1
2. Az AB szakasz felezépontja: F (—574

2:2-3 2- 2 1 14
Az A-hoz kozelebbi harmadolopont: Hy ( 3 3, 63+ ) = <§ )

2-(— 2 2.2 4 1
A B-hez kizelebbi harmadolopont: Ho ( ( s) + , 3+ 6) = (—g, 30)

w|

- —
3. Az AB szakasz [ felezdmerdlegesének normdlvektora: ny = BA = (5,4). Az

egyenes dtmegy az F ponton, igy f egyenlete: 5x + 4y = 5 - (—=0,5) + 4 -4, azaz
or + 4y = 13,5.

4. Az A, B pontokon dtmend e egyenes normdlvektora: n, = (4, —5) igy az egyenes
egyenlete: dr — by =4 -2 —5-6, azaz 4o — by = —22. Az egyenes meredeksége:
4

m=—

%
V4l
5. Az AB atmédji kor kozéppontja F, sugara r = 5 19y a kor egyenlete:
41
(x+05)+(y—4)" =—

2.8.7 Megoldas A C kdzépponti 3 sugari ki kor egyenlete: (x +1)2+ (y+1)2=9. A
D kizépponti 3 sugari ko kir egyenlete: (x —1)*+ (y —3)*> = 9. A keresett pontok a két
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kor metszéspontjai. A ki kir egyenletébdl kivonva a ke kor egyenletét, 4x + 8y — 8 = 0
adodik (amely éppen a C'D szakasz felezémerdlegesének egyenlete). Innen x-et kifejezve
és a ky kor egyenletébe beirva, (3 —2y)? + (y +1)> =9 = 5y — 10y + 1 = 0, ahonnan

25 (20020) (42 2f>

y=1=+ = A keresett pontok: P, F 3 3 1— =

2.8.8 Megoldas A keresett pontok az AB szakasz f felezémerdlegesének az x, illetve
az y tengellyel alkotott metszéspontjai. Az AB szakasz felezépontja: F(4,3). Az A

(4, —8) wvektorral pdrhuzamos példdiul az ny = (1,—2) vektor, amely normdlvektora az
f egyenesnek. fgy f egyenlete: © — 2y = —2. Az f egyenes az x tengelyt a P(—2,0)
pontban, az y tengelyt a Q(0,1) pontban metszi.

= (—1,-2), 7
3 ) 3 ( ) )7 Zgy

a sulypont origotol vett tdvolsdga \/(—1)2 +(=2)2 = V5.

3+1—-7 —14+4-9
2.8.9 Megoldas A hdromszog sulypontja: S ( + + )

30
2.8.10 Megoldas Az bx — 4y = 14, 2x — 3y = 3 egyenletrendszer megolddsa: xr = =

13 30 13
Yy = - igy a g és h egyenesek metszéspontja: M ( T )

30 13
77
d(M, P) = ‘J\ﬁ‘ _ V2

2. Az M és P pontokon dtmend egyenes normdlvektora: n = (1, —5), igy az egyenes
egyenlete: x — 5y =5 —>5-2, azaz r — by = —bH.

51
1. Az M( ) és P(5,2) pontok tdvolsiga az MP = (?,?) vektor hossza:

3. A P ponton dtmend, g-vel parhuzamos e egyenes normdalvektora megegyezik g nor-
mdlvektordval: n, = n, = (5,—4), igy e egyenlete: bx —4y = 5-5—4-2, azaz
or — 4y = 17.

4. A P ponton dtmend, h-ra merdleges f egyenes normdlvektora merdleges h normdl-
vektordra: nylny, = (2,-3) = ny = (3,2), igy f egyenlete: 3v+2y =3-5+2-2,
azaz 3x + 2y = 19.

63 29
5. A h és f egyenesek metszéspontja: Q) (13 13) , 1gy a P pont és h egyenes tdvolsaga

a @ ( 3 1—3) vektor hossza: d(P,h) ’ﬁ)‘ =

68



Megjegyzés: A P(xo,y0) pont és az Ax + By + C = 0 egyenletii e egyenes tdvolsiga:

|Azo + Byo + C| Y 2-5—-3-2—3| 1
d(P,e) = . Az elbzo példaban: d(P, h) = = .
(Fre) VA2 + B2 P () 22 4 (—3)2 V13

2.8.11 Megoldas A P(2,5) ponton dtmend, e : —3x +y = 9 egyenesre merdleges f

egyenes normdlvektora: ny = (1,3), igy f egyenlete: © + 3y = 17. Az e és f egye-
nesek metszéspontja: M(—1,6). Legyen Q(z,y) a P pontnak az e egyenesre vonatkozd

2 3
tikorképe. Ekkor ;Lx = -1, % =6, igy a tikorkép: Q(—4,7).

2.8.12 Megoldas A C(—1,2) kézépponti, P(3,—2) ponton dtmend kiér sugara a CT}>j =
(4, —4) vektor hossza: v = /16 + 16 = 4v/2. A kor egyenlete: (x +1)% + (y — 2)? = 32.

2.8.13 Megoldas 1. Azx? +y? +4x+ 10y +a = 0 egyenletbdl (x +2)* + (y +5)* =
29 — a, ami pontosan akkor kéregyenlet, ha a < 29.

2. A 4x* + Ay* — 322 + 24y + Bxy + C = 0 egyenletben A = 4,B = 0, ahonnan

C
(x—4)2+(y+3)2:16+9—z>O:>C<100.

2.8.14 Megoldas

A P(8,—1) ponton dtmend, tengelyeket érinté kor kozéppontja C(r,—r), ahol r a kir
sugara. Innen (8 —r)2 + (=1 +7)2 =72 = 2 - 18 +65 = (r — 5)(r — 13) = 0,
ahonnan a kérék sugara ry =5, ro = 13. A kérék egyenlete: (x —5)* + (y +5)% = 25 és
(x —13)? + (y + 13)* = 169.

2.8.15 Megoldas A kir az elsd siknegyedben van, igy kizéppontja C(r,r), ahol r a kor
sugara. A 3x + 4y = 12 egyenleti eqyenes a tengelyeket az A(4,0) és B(0,3) pontokban
metszi. A feladatnak két megolddisa van. Felhaszndlva a kiilsé pontbol hizott érintdk
eqyenldségét, az A-bol és B-bél a kirhoz hizott érinték hosszdnak dsszege az AB szakasz
hosszdval egyenld, azaz (4 —r) + (3 —r) =5, ahonnan r =1, igy ekkor a kor egyenlete:
(x — 1)+ (y — 1) = 1. A mdsik megoldds hasonléan: (r —4) + (r — 3) = 5, ahonnan
r =6, igy ekkor a kér egyenlete: (x — 6)% + (y — 6)% = 36.

2.8.16 Megoldas A kir egyenlete: (zv + 4)> + (y — 3)? = 35, dgy a kor kézéppontja:
C(—4,3). Az C-n dtmend, e : 2x — by = T egyenesre merdleges [ egyenes normdlvektora:
ny = (5,2), igy f egyenlete: bz + 2y = —14.

2.8.17 Megoldas A kir egyenlete: (x — 2)* + (y — 3)* = 25, igy a kir kozéppontja
C(2,3). Az (5—2)2+ (y — 3)* = 25 egyenlethdl y, = 7, yo = —1, igy az érintési pontok
P(5,7) és Q(5,—1). A P-beli érintd normdlvektora: C_f)’ = (3,4), 1gy a P-beli érintd
egyenlete: 3x + 4y = 43. A Q-beli érinté normdlvektora: C% = (3,—4), gy a Q-beli
érinto egyenlete: 3x — 4y = 19.
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2.8.18 Megoldas A kir egyenlete: (v —9)? + (y +3)? = 256, gy kizéppontja C(9, —3).
A CP szakasz felezépontja F(17,—9). Az F kozépponti, r = ‘Cﬁ‘ = 10 sugari Thalész-
kor egyenlete: (x —17)%* + (y + 9)* = 100. Az érintési pontok e két kir metszéspontjai:
) 337 459 L, , op .
P(25,-3) és Q 5558 |- A P-beli érinté normdalvektora CP = (16,0), igy a P-
beli érintd parhuzamos az y tengellyel, eqyenlete: x = 25. A Q-beli érinté normdalvektora

112 384 )
C@ g), amellyel pdrhuzamos példdul a (7,—24) vektor. Igy a Q-beli érintd

egyenlete. 737 — 24y = H35.

2.8.19 Megoldas A feladat kétféleképpen oldhato meg. Vagy kiszdmitjuk a hdrom pont
altal meghatdrozott hdromszog koré irhato kor kozéppontjdt az oldalfelezd merdlegesek
metszéspontjaként; vagy a kor eqyenletébe behelyettesityik kilon-kilon a harom adott pont
koordindtdit, és a harom egyenletbol a kor kézéppontjainak koordindtdit és a kor sugardt
kiszamithatjuk. A megoldds: (x —5)? + (y + 3)* = 169.

2.8.20 Megoldas A kér egyenlete: (z+3)?+(y—8)? = 49. A P(1,4) ponton dtmend hi-
rok kozil az a legrévidebb, amelynek a felezépontja P. A hur egyenesének normdalvektora:
n= Cﬁ = (4, —4), amellyel parhuzamos az (1, —1) vektor. A hir eqyenesének egyenlete:
r—y = —3, ahonnan x = y—3. Fzt a kér egyenletébe beirva a 2y° — 16y+ 15 = 0 egyenlet
adodik. Innen a hur végpontjai: A (1 — T 4 — —) B ( + — 4 + T) A

hir hossza az zﬁ = (\/?Q, \/3_4) vektor hossza: 2+/17.

2.8.21 Megoldas A P(—7,—2) ponton dtmend, e : 3x+2y = 13 egyenessel parhuzamos
eqyenes: g : 3x + 2y = —25. A P-n dtmend, f : b5x — 3y = —10 egyenessel pdrhuzamos
egyenes: h : bx—3y = —29. A paralelogramma tobbi csucsdt az e, f, g, h egyenesek met-
széspontjaiként kapjuk. Az e és f egyenesek metszéspontja: A(1,5); e és h metszéspontja:
B(—1,8); f és g metszéspontja: C(—5,—5).

2.8.22 Megoldas Az A ponton dtmend magassigvonal normdlvektora: B? = (—6,5),
19y az egyenes egyenlete: —6x + by = 14. A B ponton dtmend magassdgvonal nor-
malvektora: CA = (2,1), igy az egyenes egyenlete: 2z +y = 8. A C ponton dtmend
magassagvonal normdlvektora: AB = (4,—6), amellyel pdrhuzamos a (2, —3) vektor, igy
az eqyenes eqyenlete: 2x — 3y = —11.

2.8.23 Megoldas A BC oldal felezépontja: F(4,2), toudbbd FA = (1,1). Az A csicson
dtmend f sulyvonal normdlvektora: ny = (1,—1), igy f egyenlete: x —y = 2. Az origon
atmend, f-re merdleges e egyenes normdlvektora: n, = (1, 1), igy e egyenlete: x+y = 0.
Az e es [ egyenesek metszéspontja: M(1,—1). fgy a sulyvonal origotol valo tdvolsdga:

V2.
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2.9. Sikidomok keriilete, teriilete; testek

2.9.1 Megoldas A kék hdromszogeket a P, Q, R, S pontokra tikrézve a piros hdrom-
szogeket kapjuk, igy ot eqybevdgo kis négyzet keletkezik, melyek teriiletosszege 1. Igy a

kozépsd négyzet teriilete 5

2.9.2 Megoldas Legyen a kirlemez sugara R. Ekkor Rv/2 + R = 1, ahonnan

R= =2 1.
V2+1

2.9.3 Megoldas Legyen a kirlemez sugara v. Ekkor 1 4+ 1 + /2 = /2, ahonnan

—1 5 _
ﬁﬂz(\/ﬁ—l) =3-2V2.

N

r =
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2.9.4 Megoldas Legyen az egyenld szari hdromszég alapja a és szdra b. A hdromszog
3

1
terilete: T = —b*sin30° = i 1, igy a hdromszog szdra: b = 2. A koszinusztételbdl
3
a® = b* +b* — 2b%cos30° = 8 <1 — g) =4 <2 — \/5), ahonnan a hdaromszog alapja:

a=2v2—/3.
a-3 a-m a®-vV3

teriilete: T = =
, tertilete 5 1

2.9.5 Megoldas A hdromszég magassdga: m =

om m?

, terilete: T = —.
V3 V3

2.9.7 Megoldas A szabdlyos hatszig szemkozti csucsait dsszekotve hat egybevdgo szabd-

2.9.6 Megoldas A hdromszdg oldala: a =

2
lyos hdaromszdget kapunk, melyek magassiga m = 3. A hatszég oldala: a = o 2v/3.

V3

2
m
A hatszig teriilete: T = 6 - — = 18V/3.
g \/§

2.9.8 Megoldas Legyen a szabdlyos hdromszog magassiga m, koréirt korének sugara
R, beirt korének sugara r. A kéréirt és a beirt kor kozéppontja a magassagvonal oldalhoz
1

2
kozelebbi harmadolopontja, igy R = gm ésr = gm, ahonnan R = 2r, azaz a beirt
kor sugara 1 egység, a hdromszég magassiga: m = 3 eqység. A hdromszdég oldala:
2
a= L 2\/§, teriilete: T = mo_ 3v/3.

V3 V3

2.9.9 Megoldas Egy szabadlyos haromszdg oldalfelezé pontjait osszekdtve négy eqybevigo
szabalyos hdaromsziget kapunk, ahol a kézépsé hdromszog koréirt kore és az eredeti hd-
romszoqg beirt kore megegyezik. fgy eqy korbe irt és a kor koré irt szabalyos hdromszogek
teriiletének ardnya 1 : 4.

Masik megoldads: Legyen a kor sugara r, a beirt haromszég magassaga m és a kéréirt

2
hdaromszég magassaga M. FEkkor r = 3 ésr = gm. A beirt és koréirt hdromszogek
L 1\’ 1
magassagdnak ardanye — = =, igy teriletik ardnya: | = | = -.
g 9 Y M9 gy y B 1

2.9.10 Megoldas FEgqgy haromszdg oldalfelezd pontjait dsszekiotve négy eqybevdgo hdarom-
szoget kapunk. Igy eqy haromsziget eqy kézépvonala 1 : 3 teriletardanyi részekre bont.

2.9.11 Megoldas Legyen R a hdrom, r sugari kort magdban foglalo kor sugara. Az
r sugaru korok kiozéppontjait dsszekotve eqy 2r oldali szabdlyos hdromszdget kapunk,

2 2v/3+43
melynek magassaga m = r - /3, z’gyR:§m+r:r-%.
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2.9.12 Megoldas Legyen a derékszigi hdromszdg két befogoja a és b. A hdromszig
terilete: T = % = 180, tovdbbd a Pitagorasz-tételbdl a® + b* = 412. _fgy a* — 41%a® +

3602 = 0, ahonnan a = 9, b = 40 vagy a = 40, b = 9. A hdromszig befogdi 9 cm és 40
cm hossziak.

2.9.13 Megoldas Legyen © = AP = PC, ekkor BP = 9 — x. A Pitagorasz-tételbdl

2? = (9 —x)? + 32, ahonnan x = 5, tehdt a P pont az A-t6l 5 cm tdvolsdgra van.

2.9.14 Megoldas A téglalap oldalai legyenek a = 2 és b, a b oldallal szemkozti szoq .
1

% = 5 ahonnan o = 30°.

A feltételbol a téglalap dtlojanak hossza 2b. fgy sina =
2.9.15 Megoldas A téglalap oldalai legyenek a ésb. Ekkor a feltételekbdl a +b = 34 és
a? 4+ b? = 26%. A téglalap teriilete:

(a+b)?—(a®>+b*) 342 —262 (34 —26)(34+26) 8-60

“ 2 2 2 2

2.9.16 Megoldas A rombusz oldala legyen a, dtloi e és f. FEkkor a rombusz teriilete:
1 = a®sin 30°, ahonnan a = /2. Felhaszndlva, hogy a rombusz dtldi merdlegesen felezik

eqgymdast, a rombusz terilete az dtlokkal kifejezve: 1 = %, tovdabbd a Pitagorasz-tételbol

2 2 ,
(E> +(i) =a’>=2. Igye*—8e*+4=0, ahonnane:\/4i2\/§:\/(1i\/§)2:

2 2
=3+ 1. A rombusz oldaldnak hossza \/5, Gtldinak hossza /3 + 1 és /3 — 1.

2.9.17 Megoldas A szimmetrikus trapéz alapjai legyenek a és c. Ekkor a+c¢=2-45 =

2
90 és412:92+(a70> = (a—45)2 = 412 — 92 = (41 — 9)(41 + 9) = 3250 = 64 - 25

= a—45 =140 = a = 85 vagy a = 5. A trapéz alapjai 85 mm és 5 mm hossziak.

2.9.18 Megoldas A felszinek ardnydbdl a két tetradder éleinek ardnya 1 : /2, ezért
térfogatuk ardnya 1 : (\/5)3 =1:2V2.

2.9.19 Megoldas Mivel a folyadékkup térfogatinak és a pohar térfogatinak ardnya 1 :

2, ezért a két kip magassdgdanak ardnya —= = 0,8.

V2

2.9.20 Megoldés Az a éli kocka lapdtldjinak hossza av/2, testdtldjinak hossza av/3.
Igy av/2 = /6, ahonnan a kocka élének hossza a = /3, tehdt a kocka testdtdjdnak hossza
3.
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2.9.21 Megoldas Az a €li kockdnak valamely lapdtldjara merdleges sikmetszete olyan
téglalap, melynek oldalai a és av/2, a téglalap dtldja pedig a kocka testdtldja, azaz av/3.
Legyen a keresett tdvolsig x, ez a téglalap csiucsdnak az dtlotol valo tavolsaga. Ekkor a
2
téglalap teriiletét kétféleképpen felirva, a - a -2 = -a- /3, ahonnan = a 3"
2.9.22 Megoldas Tekintsiuk a gulanak azt a sikmetszetét, amely tartalmazza a gila ma-
gassagvonalat és két szemkozti alapél oldalfelezé pontjdat. Legyen a kocka éle a. Az dbra

12
¢ _ 5 ahonnan a = 4,

alapjin az ABC' és DEC' hdromszdégek hasonlosdga miatt 5
—a
tehdat a kocka éle 4 cm.

12

2.9.23 Megoldas A forgaskip és a henger kézos tengelyére illeszkedd sikmetszet esetén
az dbra alapjdn a kip magassaga: m = /202 — 122 = 16. Az ABC és DEC haromszogek
24

Y4 . a < 4 's
hasonlosaga miatt = —, ahonnan a henger magassdga: a = 5= 9,6, igy a

16—a 16
henger sugara: v =4,8. A henger térfogata: V = r*ma = 4,8% - 7-9,6 ~ 694,9 cm?.

24
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2.9.24 Megoldas Legyen a kip magassiga m, a gomb sugara R. A kup tengelyére
illeszkedd sikmetszet esetén az dbra alapjin a kiup magassiga a CAB derékszogi hd-
romszogben: m = AC = /322 —122 = 4+/55. Az OAB derékszogli haromszogben

128
m — R)? + 122 = R?, ahonnan R = —.
( )? =

fgy a gomb térfogata:

V= —R% = ) T~ 21536 cm?

C
R
Ee)
O
R
m-R
A 12 B

2.9.25 Megoldas Legyen a félgomb sugara R. A kocka alapnégyzetének dtlojdra illesz-

a.ﬁ)2

kedd, az alapsikra merdleges stkmetszet esetén az dbra alapjin R* = a* + ( 5

3
—a?, ahonnan a gomb sugara: R = a - 3

av2

1)



2.9.26 Megoldas Legyen aza éli szabalyos tetraéder kitéro éleinek tavolsaga y. Metssziik
el a tetraédert eqy olyan sikkal, amely illeszkedik az eqyik élre és a szemkézti él felezépont-

av3
jara. A sikmetszet eqy olyan egqyenld szdri hdromszég, melynek alapja a, szdra m = V3

2

2 2 2

és az alaphoz tartozé magassdga y. Ekkor y?> = m?* — (g) = %, ahonnan y = %.
Madsik megoldas: Az a €li tetraéder belefoglalhato eqy olyan kockdba, melynek lapdtloi

a tetraéder élei. Ekkor a tetraéder kiéro éleinek tavolsdga éppen a kocka élének hossza,

av/2
azaz T

2.9.27 Megoldas Legyen a tetraéder testmagassaga x. Az elézd feladathoz hasonléan,
metssziik el a tetraédert eqy olyan sikkal, amely illeszkedik az eqyik élre és a szemkozti
él felezopontjdra. A sikmetszet eqy olyan eqyenld szdri hdromszog, melynek alapja a, az

a2 a3
2

alaphoz tartozo magassaga y = , Szdra m = €s a szdrhoz tartozo magassdaga x.

2 2
Ekkora-y:m~x:>a~a\2/_:a\2/§'x, ahonnanx:w\/;:w?. A tetraéder

RVE] 1 a®V/3 aﬂ_a3\/§
1 = .

alaplapjanak teriilete , 19y a tetraéder térfogata: V = —

34 3 12

2.9.28 Megoldas A négy gomb kézéppontjdat dsszekdtve eqy 2R éli szabdlyos tetraédert

2 s
kapunk, melynek testmagassaga az elozé feladat alapjan 2R - 3 Igy a négy gombbol

2
allo test magassaga: 2R (1 + §> .
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3. fejezet
Nehezebb feladatok

3.1. Feladatok

3.1. Feladat Igazoljuk, hogy az

1 1 1 1
13 57 o0 T e n@n+3) T

sor konvergens!
3.2. Feladat Hatarozza meg annak a kornek az egyenletét, amely az
(2 =2)"+ (y —9)* =4,

(r—1)2*+(y—2)?=4
(x—9)2+(y—8)?2=4

egyenletekkel megadott kordket kivilrdl érinti!
3.3. Feladat Mutassuk meg, hogy

(x —a)*(b—c) + (x —b)*(c—a) + (x — c)*(a — b)
az x-tol fiiggetlen hdrom elséfoku tényezd szorzatdra bonthatd!

3.4. Feladat Konvergens-e vagy sem a

n=1

sor? Ha konvergens, mennyi az dsszege?
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3.5. Feladat Melyik az a négyjegyi négyzetszam, amelyben az elsé két szamjegy meg-
eqyezik, €s az utolso két szamjeqy is megeqyezik?

3.6. Feladat Oldjuk meg a kévetkezd egyenletrendszert:

rT+y+z=a
P4+ 22 =0
x3+y3+23:c.

Specidlis eset: a = —1,b=05, c = —T.

3.7. Feladat FEgyenld keriletd derékszogi haromszigek kozil melyiknek legnagyobb a
teriilete?

3.8. Feladat Bizonyitsuk be, hogy

n! < 2<E)n
- 2

3.9. Feladat Oldjuk meg a kovetkezo trigonometrikus eqyenletet:

4-tg3xr+4-tg2x+5-tgx =0.

" 1
Ap = 1-&
k=2

3.11. Feladat Konwvergens-e, és ha igen, mi a hatarértéke annak a sorozatnak, amelynek
altaldnos tagja

3.10. Feladat Szdmitsuk ki az

sorozat hatdrértékét!

nn

Qp = ?
5 - nl
3.12. Feladat Hdny valos gydke van az
x? "
l+rx+—=+...+—=0
2 n

egyenletnek?

3.13. Feladat Melyiknek a legnagyobb a teriilete az adott kdrszeletbe rajzolhato olyan
téglalapok kozil, amelyeknek egyik oldala a kérszelet hiurjin nyugszik?
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3.14. Feladat Szdmisuk ki a kovetkezd hatarértéket:

n 2n + 1) sin®
lim 2\/COS2TL+( n +1)sin n.
n—oo 27’L
3.15. Feladat Bizonyitsuk be, hogy ha az
23+ pr®+qr+r=0

egyenlet mindhdrom gyoke pozitiv, akkor a gyikok reciprok értékeinek dsszege (q-tdl fiig-
getlentil) kisebb, mint
2
P

—o
3.16. Feladat Szdamitsuk ki az alabbi sorozat hatdrértékét, ha x > 0:

0 — <1 +2c/5)”‘
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3.2. Megoldasok

3.2.1 Megoldas Alakitsuk dat az dltalanos tagot:

1 _1@n+3)—MEn+1) 1 1 1
(4n+1)(4n+3) 2 (4n+3)(dn+1) _5(4n+1 _4n+3>

A sor igy irhato:

1 1 1 N 1 1 R 1 1 n
2 3 5 7 7 dn+1 4n+3 )7
Ez olyan wvdltakozo eldjeli sor, amelynek dltaldnos tagja zérushoz tart és tagjai abszo-

lut értékben szigorian monoton csokkennek, a sor tehdat Leibniz kritériuma értelmében
konvergens.

3.2.2 Megoldas Legyen a keresett kir kizéppontja M («; 3), sugarar. Mivel a megadott
korok mindegyike 2 sugari, ezért M mindhdrom kor kézéppontjdtol r + 2 tdvolsdgra van:

(=12 +(8—2)=(r+2)°
(a=2+(B-97°=(r+2)
(@ =97+ (B-28)"=(r+2)%
Két egyenletbol kivonva ugyanazt a harmadikat
(@ =1)* = (a =2+ (8-2)"—(8-9)°
(@=9)* = (a =2+ (8-8)"—(8-9)°

adodik, amibol dtalakitdsok utdn

0
0

a+ 78 =40
—Ta+ g = —-30.

Ennek az egyenletrendszernek a gyoker « = [ = 5. Ennek ismeretében r = 3-hoz mdr
konnyen eljuthatunk. A keresett kor egyenlete tehdt

(2 =57+ (y - 5)> =9.
3.2.3 Megoldas Végezziik el a négyzetre emelést:
(2% — 2ax + a*)(b — ¢) + (2% — 2bz + b*)(c — a) + (z* — 2cx + *)(a — b),
aztan a szorzast és dsszevondst. Kapjuk:
a’b — a*c + b%c — ab® + ac® — bc?.
Errol pedig a szorzdsok elvégzésével konnyen megdllapithatjuk, hogy egyenld a
(b—a)(c—b)(a—c)

szorzattal.
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3.2.4 Megoldas Bontsuk az dltalanos tag abszolut értékét résztortek dsszegére:

2n+1 A B (A+Bn+ A

n2+n n n—+1 n2+n

Ez csak ugy lehet, ha
A+B=2 és A=1,

amibél B = 1 kovetkezik. Az n-edik részletdsszeq tehdt:

1 1 1 1 1
Sp=—1l—-4-+-—.. . +(=1)"=+(=1)" —
2+2+3 + )n+( )n—i—l
1
=—14+(-1)"——
D
ezért a sor konvergens és dsszege:
1

S = lim S, = -1+ lim (-1)"

3.2.5 Megoldas Legyen a keresett szam N?. A feltételek szerint
N? = aabb = 11(10%a + b).
Az N? tehdt oszthatd 11-gyel, igy 11%-nel is, és az
N? =11(99a + a + b)

eloallitas azt eredményezi, hogy
a+b=11,

hiszen a €s b egyjeqyti és a # 0. Ez utobbi felhaszndldsdval kapjuk:
N? =11%*(9a + 1),

tehdt 9a + 1-nek is négyzetszamnak kell lennie. Ez pedig csak akkor kdévetkezhet be, ha
a="17, de akkor b= 4. Igy a feltételeket kielégitd négyjegyti szam:

7744 = 88
3.2.6 Megoldas Ervényes az aldbbi két azonossag:
(x+y+2)?—(2®+y*+2°) =2y +yz + 27)

(x+y+2)?°— (@ +y*+2°) =3 +y+2)(zy +yz+ 22) — 3wy2.
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Egyenleteink figyelembevételével az elséd azonossdagbol

a?—b
2 b

Ty +yz +zxr =

a mdasodikbdl

3
3a 2 —a +Cia3—ab c—a’ a® — 3ab + 2c¢

3 _2+3_6

TYZ =

adddik. A gyokok és egyiitthatok dsszefiiggéseinek felhaszndldsdval a

2 3
— - 2
WA — a2 @ bW a® — 3ab + 2c

harmadfoki egyenletet kapjuk, s ennek gyokei adjik az (x,y, z) megolddshdrmast.
Haa=—1,b=5,c= -7, akkor

W3+W?2—2W =WW?+W —2) =0,

tehat x = Wy, =0,y = Wy = 2, 2 = W3 = —1. Mivel mindhdrom egyenletiink x-ben,
y-ban és z-ben szimmetrikus, a tovdbbi megolddsok még:

(0; —1;2); (2;0;—1); (2, —1;0); (—1;0;2); (—1;2;0).
Ha b= a® és c = a®, akkor a megolddsok:
(0;0;a); (0;a;0); (a;0;0).
3.2.7 Megoldas Ha a derékszigi haromszdg befogoi x és vy, dtfogoja pedig z, akkor

eqyrészt

masrészt
T+y+z=2s

teljesiil, ahol 2s a hdaromszdg keriilete.
Ezekbol
20y = (v +y)? — (2% +92) = (25 — 2)? — 2% = 45% — 4s2

adodik. A hdaromszog T teriilete:
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az atfogo figguénye. _fgy, ha z értéke csokken, akkor a teriilet no.
De a derékszigi haromszdogben

T+
x+y>22—y

V2

+ . . ..
Y lehet. FEbben az esetben viszont a hdromszig

x
teljesiil, ezért a z legkisebb értéke

eqyenld szdri, ugyanis a négyzetes és szamtani kozép kozott fenndll a

x? + y? z x4y
= — >
2 V2 T2
egyenldtlenség, és az eqyenldség akkor érvényes, ha x = y. Az adott keriletid derékszdgi
hdaromszogek kozil tehdt az eqyenld szaruak a maximdlis teriletiek, és mivel x =y, ezért
2z
2 + — = 2s,

\/§
r=152-V2)=uy.

azaz

fgy a mazimdlis teriilet:

£C2

T = 5 = 5*(3 = 2v/2).

3.2.8 Megoldas A bizonyitdst teljes indukcioval végezziik.

Konnyen ellendrizheto, hogy n = 1-re és n = 2-re az eqyenloséq teljesiil. Tegyiik fel,
hogy valamely természetes k-ra dllitdisunk igaz, s kovetkeztessiink k + 1-re. Indukcids
feltevésiink értelmében

(k+1)!:k!(k+1)§2(g>k(k+1)§2<k;1>k.k;1:

k+1
()"
2

k" k+1\" k+1
— | (E+1) < .
(5) een=(57) 5
2K" < (k + 1)k,
Marpedig a binomidlis tétel szerint ez minden k > 1-re teljesiil, ugyanis

k
1

hacsak

azaz ha
(k+1DF =k~ + ( )k’“‘1+...+122k’“,
mert nemnegativ tagokat hagytunk el. Ezzel dllitdsunkat igazoltunk.
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3.2.9 Megoldas Mivel

2tgx
tg2x =
&t 1—tg’x
és
2tgx 4t
fo3p — 82T gr  1-tg’x S
& _1—tg2x-tgx_1 2tgx B
- — 5 tgw
1 —tg7x
_ 2tgrttgr—tgir  3tgx —tglx
o 1—tg?x—2tg2x 1 -—3tgiz
ezért . 5 )
tgx —tg°x tgx
OBT ISy 2T stgr =0,
1—-3tg’x 1—tg2:1:+ &%
amibol vagy
tgx =0,
vagy
12 —4tg?x 8
5=0.
1-3tg’x +1—tg2x+
Ebbol

12 —4tg?x — 12tg° v+ 4tg* x + 8 — 24tg*x + 5 — 15tg”x — 5tg’x + 15tg* 2 = 0,
azaz
19tg* 2 — 60tg 2 + 25 = 0.

Az elsé esetben
ry =arctg0 =kr (k€ Z),

a masodikban, mivel mdsodfokira redukdlhato negyedfoki egyenletrdl van szo:

30 + 517

T = arct +
23,45 g 19

3.2.10 Megoldas Az a,, a kovetkezéképpen irhato:

n

an:H(l_%):ﬁ(k—%kH):

k=2 k=2
1-3 2:4 3.5 (n-Dn+1)
T2 32 42 : n2 -
132 435 n—1 n+1 1 n+1
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ugyanis, mint latjuk, az elsd és utolso tényezo kivételével minden tényezo mellett annak
reciproka is elofordul, tehat
I n+1

. ) 1
lim a, = lim — - —.

3.2.11 Megoldas Mivel a,, minden n-re pozitiv és

an 5" - (n+ D 5

n sl 1 1\" 3

T Y
n 5

Vagyis

Apr1 < San < Gy,

tehdt a sorozat szigoruan monoton csékkend és alulrol korldatos, ezért konvergens is. Le-
gyen a hatdrérték s (ahol tehdt s nemnegativ véges érték). Vegyiik észre, hogy

(Qn)Qn B 4qn . " .t B
520 . (2n)!  Bne5n.2n(2n—1)...(n+1)-n!
S5 2n(2n—1)...(n+ 1)

Aop =

S Q.

Viszont

4rnn (A" n n no_ 4\"
5n-2n(2n—1)...(n+1) \5/) 2n 2n—1"""n+1 5) 7

4 n 4 n
0 < lim as, < lim (5) a, =S+ lim (—) =s5-0=0,

n—00 n—00 n—oo \ H

ezért

amibol ismert tétel alapjan a, — 0 kovetkezik.

3.2.12 Megoldas Azonnal ldtjuk, hogy a gyokoket csak a negativ szamok kézitt keres-
hetyiik. Legyen

x?  2? "
=1 —+ —+...+—.
f@)=1+a+5+5+. +—
Ennek derivaltja:
" —1

fllr)=1+a+2*+.. . +2" 1=

r—1"
Két esetet vizsgalunk:
1. Ha n pdros, akkor

lim f(z) = lim f(x)= oo,

T—r00 T—r—00

85



és f'(x) = 0-nak egyetlen valds gyoke v = —1, igy az f(—1) figgvényérték a folytonos
f(z) figguénynek helyi és egyben abszolit minimuma is. Mivel pedig

1 1 1 1
f<—1)=1—1+(§—§>+“'+(n_z_n—l)>O’

19y az eredeti eqyenletnek nincs valos gyoke.
2. Ha n paratlan, akkor

lim f(z)=—o00; lim f(x) = oo,
n——oo n—oo

s ezért, mwvel f(x) folytonos, legaldbb egy zérushelye van. A figgvénynek azonban csak
eqy zérushelye lehet, mert f'(x) folytonos, egyetlen = esetén sem zérus, és mivel példdul
f(0) =1, dgy f'(x) > 0 minden x-re. Az f(x) fiiggvény tehdt szigorian monoton névekvd,
19y csak eqy zérushelye lehet.

Az f(x) = 0 egyenletnek tehdt eqy valds gyoke van, ha f(x) fokszdma pdratlan, és nincs
valds gyoke, ha f(x) pdros fokszdmai.

3.2.13 Megoldas Az adott kirszelethez tartozo hir hossza legyen PQ) = 2h, a kor suga-
ra r, kozéppontja O. A PQ hurt a rd merdleges atmérd messe E-ben. Eqy olyan téglalap
csucsai, amelynek eqyik oldala az adott hiiron nyugszik és mdsik két csicsa a kérin van,
A, B,C,D. Az adott hurral pdrhuzamos BC' oldalt az OF egyenes messe F-ben. Ha

OF =z, akkor
FC = vr?2 — 22

EF =x—+r2—h?,

19y a téglalap teriilete

T:2<x—\/7“2—h2> V2 — z2,

h
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Ennek a T(x) figgvénynek kell meghatdroznunk a mazimumdat. A T(x)-nek ott lehet
maximuma, ahol az elsé derivaltja 0-val egyenlo.

—2x
M) — IN/p2 — 72 —Vr2—p2) . — =
T'(x) = 2vVr a:—|—2<x r h) W

2(r? — 2%) — 2z(x — V/r?2 — h?)

S
_2r2—4xz+2xm_2x2—xM—r2

TQ—ZEZ _1 /TQ_IQ

akkor zérus, amikor a szamldlo az, megoldando tehdt a
20% —aVr2 —h2—1r?2 =0

egyenlet.

Vr2 — h2 4+ /12 — h2 + 82 B Vr2 — h2 4+ /92 — b2
4 N 4 '

F(z) = 22> — 2vr2 — h2 —r?

fiigguény képe parabola, ezért az

T12 =

Mivel az

V12 — h2 4+ /9r2 — h2
4

helyen a T'(x)-nek maximuma van. Az xo negativ gyok azt az esetet jelenti, amikor az F'
(s igy a téglalap is) a hir masik oldaldn van. Mivel x-szel az OF hosszusagadt jeléltik,
ezért e qyok abszolut értékét vessziik. A mazimalis terilet 1 esetén:

2

Trnaz = 2 \/TZ — \/9r2 — —\Vr2 — 2 r2 _ \/T2 —h?+ \/g'rz — h? =
4 1
1

=3 (m —~ 3@) \/6r2 + 202 — 2/ (r2 — h2)(9r2 — h2).

A mdsik esetben

VIr2 — h2 —\/r2 — h2
|x2‘ = 4 Y

s a mazimalis terilet ekkor:

1
Tnaz = 3 (m +3vr? — h2) \/6r2 + 202 +24/(r2 — h2)(9r2 — h2).
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3.2.14 Megoldas frjuk at a sorozat n-edik elemét:

z§/2n cos?2n + 2nsin®n + sin’n 27271 +sin?n
a, = )

2n 2n
Mavel pedig
0 = on 1+sin2n >1
2n
és
2n sin®n 5 1 5
1+ < T+ — < X2,
2n 2n
ezért
1< lim a, < lim ¥/2=1,
n—oo n—oo
VagyLs
lim a, = 1.
n—oo

3.2.15 Megoldas A gyokok és egyiitthatok dsszefiiggése alapjan

1+ 2o+ T3 =—p
T1To + ToZg + T3x1 = @

T1 Ty = —T,
és mavel feltétel szerint a gyokok mind pozitivak, ezért
p<0; g>0;, r<0.

A mdasodik egyenloséget a harmadikkal osztva kapjuk:

1 1 1 q

T X2 xs

Azt kell tehdt csak beldtnunk, hogy

A
r 2r
Ebbél —2r (> 0)-rel vald szorzds utdn
2q < p’

adodik, ami viszont igaz, mert

2q = 2(x122 + ox3 + T321) =
= (21 + 29 +23)% — (2 + 25+ 23) < (21 + 22 + 13)2 = p°.
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3.2.16 Megoldas Alkalmazzuk a kévetkezd jelolést:

(1) = (”%)t,

2

ahol ¢ > 0 és t tartson a végtelenhez. Végezziik el az alabbi dtalakitast:

(1) <[] - (45

2 2 2
t
- 2 73V
Je—1
1
~[[1+— — [g(e)"®
Je—1
Mivel 5
s+
ve—1

ha t — 0o, aszerint, hogy ¢ > 1 vagy ¢ < 1, ezért
g(t) = e,
s mdr csak h(t) hatdrértékét kell meguizsgdlnunk. Irjuk h(t)-t ilyen alakban:

hity = Vo1

2 )

t

s mavel itt mind a szdmlalo, mind a nevezd 0-hoz tart, alkalmazhatjuk rd L’Hospital
szabdlyat. A szamldlo derivdltja:

(\75_1)/:_\’75-1nc

2
a nevezoé pedig
2
ﬁv
igy | |
t .
Jee ez
2 2
tehat

Az eredeti jeldléssel tehdt
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